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Resumo
No presente trabalho, são estudadas através de análise numérica as condições resis-
tentes de vigas de concreto armado sem a armadura transversal, relacionando as influências dos
mecanismos complementares do concreto com a total capacidade destes elementos em resistir
ao cisalhamento. Para tal, as análises computacionais foram realizadas por meio do programa
DIANA, permitindo a modelagem das propriedades não lineares do concreto e critérios de esco-
amento do aço. Foram tidos como referência os modelos experimentais de 8 vigas apresentadas
por Sherwood (2008), em que os resultados numéricos deste trabalho são comparados e valida-
dos para duas categorias: Small Series, com dimensões básicas de 122x363x1800 mm, e Large
Series, com dimensões de 295x1510x9000 mm. Além da geometria, estas vigas diferem entre si a
resistência característica do concreto, assim como o tamanho nominal do agregado da mistura.
Com os modelos validados, estes resultados numéricos são utilizados para identificar e quan-
tificar as porcentagens de contribuição que cada mecanismo interno do concreto resistirá da
força cortante atuante total, comparando-os também com a previsão de ruptura das normas e
códigos ABNT NBR 6118:2014, CEB-FIP Model Code :2010, Teoria do Campo de Compressão
Modificado (MCFT), CSA A.23.3:2014, ACI 318:2014. Através dos modelos numéricos inicial-
mente calibrados, um estudo paramétrico também foi conduzido para relacionar a influência
de outras relações geométricas de a/d no modo de ruptura, fissuração e comportamento carga
x deslocamento. Das vigas inicialmente calibradas, obteve-se que todos os casos apresentaram
ruptura por cisalhamento devido a perda de capacidade resistente do fenômeno de engrenamento
dos agregados, quando não foram apresentados esmagamentos na zona comprimida ou corte
transversal da armadura longitudinal. Em proporções elevadas de a/d, o estudo paramétrico
mostrou casos de ruptura por flexão mesmo para vigas sem estribos. Com relação ao percentual
de engrenamento dos agregados, constatou-se nas geometrias originais da série Small, entre 35
– 45% da força cortante total sendo resistida por efeito de engrenamento, enquanto que para
as vigas originais da série Large, esta porcentagem ficou entre 53 – 73%.
Palavras-chave: concreto armado, cisalhamento, análise numérica, vigas.
Abstract
At the present work, are studied thought numerical analysis the resistance con-
dition of reinforced concrete beams without stirrups, relating the influence of complementar
resistant mechanism with the total capacity of these elements to resist shear stress. For this
objective, computational analysis were conducted by the use of the program DIANA, allowing
the modelling of the non-linear concrete properties and steel yielding criteria. Were considered
as reference 8 experimental beams presented by Sherwood (2008), where the numerical results
in this work are compared and validated for two categories: Small Series, with basic dimensi-
ons of 122x363x1800 mm, and Large Series, with dimensions of 295x1510x9000 mm. Besides
the geometry, these beams differs among themselves by their characteristic concrete resistance,
such as their nominal aggregate size at the mixture. By the validated models, these numerical
results will be used to identify and quantify the percentages of each concrete’s internal resistant
contribution of the total shear force, also comparing these results with the code’s shear capacity
prevision of ABNT NBR 6118:2014, CEB-FIP Model Code:2010, Modified Compression Field
Theory (MCFT), CSA A.23.3:2014 and ACI 318:2014. Using the initial calibrated numerical
models, a parametric study were also conducted to obtain the influence of others geometrical
proportions of a/d at the failure mode, crack pattern and load x displacement behaviour. For
the initial calibrated beams, all the cases presented shear failure due to to aggregate interlock
lost of resistant capacity, once no crushing at the compression zone or cut at the longitudinal
reinforced were identified. At elevated proportions of a/d, the parametrical study also showed
that flexure failure model can be obtained even for beams without stirrups. Regarding the ob-
served aggregate interlock percentage, it was observed that for the original geometries of Small
Series, between 35 to 45% of the total shear force were resisted by aggregate interlock, while
beams with larger geometries as Large Series, this percentage remains between 53 to 73%
Keywords: reinforced concrete, shear, numerical analysis, beams.
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Capítulo 1
INTRODUÇÃO
1.1 Considerações Iniciais
Na análise estrutural de vigas de concreto armado, inúmeras incertezas são constan-
temente apontadas pela comunidade acadêmica quanto à real precisão e eficiência que modelos
analíticos possuem para estimar o máximo esforço resistente dos elementos estruturais. Em
razão disso, o principal desafio da análise computacional de estruturas tornou-se encontrar for-
mas de desenvolver modelos cada vez mais complexos e precisos, viabilizando a construção de
edificações cada vez mais arrojadas e com elevado grau de segurança.
Em vigas de concreto armado, inúmeras normas nacionais (ABNT NBR 6118:2014)
e internacionais (ACI 318:2014, CEB/FIP Model Code:2010, CSA A.23.3:2014) buscam formas
de equacionar os problemas de engenharia para viabilizar a simplicidade em sua solução, cri-
ando métodos empíricos que representam, com certo grau de segurança, a capacidade resistente
destes elementos. O cisalhamento do concreto armado, como um dos mais importantes tipos de
solicitações ao qual o material estará submetido, é uma destas linhas de análise amplamente
investigada por estes códigos normativos.
Tradicionalmente, a resistência ao cisalhamento de vigas de concreto armado são
justificadas por inúmeras teorias pautadas na resistência dos materiais, considerando as des-
continuidades do material ocasionadas pelas fissuras e a interação entre armadura e aço para
resistir ao processo de fratura à tração do concreto. Esta resistência é resultado, essencialmente,
de quatro mecanismos alternativos de transferência de tensões, sendo cada um deles responsável
por parcelas da força cortante total:
• Parcelas transmitidas por armaduras transversais, os estribos;
• Parcela transmitida por meio da armadura de flexão, comportando-se como um pino entre
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as duas faces da fissura;
• Parcela transmitida pelo banzo comprimido da peça;
• Parcela transmitida através de tensões de contato entre as faces do agregado, fenômeno
reconhecido por engrenamento dos agregados.
Segundo Walraven (1980), nos primeiros estudos e aplicações teóricas do cisalha-
mento, as metodologias de cálculo comumente desconsideravam o fenômeno do engrenamento
dos agregados no cálculo resistente de vigas de concreto armado, sendo apontado para esta
condição a justificativa de obter-se resultados mais favoráveis à segurança caso este fenômeno
fosse desprezado. Desde esta mesma década, cada norma nacional ou internacional desenvolvia
diferentes e específicas metodologias para referir-se ao comportamento dos mecanismos inter-
nos do concreto, utilizando cada qual diferentes quantidades de variáveis em suas formulações.
Contudo, a atual problemática dos mecanismos complementares do concreto reside na precisão
e capacidade das normas nacionais e internacionais em prever, para diversas classes de con-
creto, taxas de armadura longitudinal, escala geométrica ou tamanhos de agregados graúdos, a
correta capacidade resistente ao cisalhamento do concreto armado, dotado ou não de estribos.
A norma brasileira ABNT NBR 6118:2014, por exemplo, considera para a estimativa de cisa-
lhamento resistente uma equação simplificada, que não relaciona possíveis influências da taxa
de armadura longitudinal ou tamanho dos agregados aos seus resultados.
Na maioria das normas conhecidas, no dimensionamento de armaduras transversais,
a metodologia de cálculo é usualmente direcionada para resistir a todo e qualquer excedente
de cisalhamento que a resistência interna do concreto não é capaz de resistir. Desta forma, se
qualquer mecanismo resistente complementar do concreto tiver seus valores superestimados, ou
seja, apresentar intensidades superiores aos quais seus respectivos modelos reais apresentariam,
esta condição poderá resultar em vigas de reduzida quantidade de armadura transversal, não
correspondendo à correta proporção de segurança esperada para dimensionamentos no estado
limite último.
1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo Geral
Este trabalho tem como objetivo verificar através de análise numérica as condições
resistentes de vigas de concreto armado sem a armadura de cisalhamento, identificando as con-
tribuições e influências dos mecanismos complementares do concreto no desempenho estrutural
28
destas estruturas.
1.2.2 Objetivos Específicos
• Avaliar as porcentagens de contribuição que cada mecanismo interno do concreto resistirá
do montante total de cisalhamento resistente;
• Comparar a influência do tamanho dos agregados na mistura com a parcela de cisalha-
mento resistida através do engrenamento dos agregados;
• Analisar a influência do efeito escala na resistência ao cisalhamento das vigas de concreto
armado sem estribos através de análise paramétrica;
• Identificar as precisões e critérios de cálculo da norma nacional ABNT NBR 6118:2014 e
demais internacionais (ACI 318:2014, CEB-FIP Model Code:2010, CSA A.23.3:2014) na
capacidade em prever a carga de ruptura dos casos analisados.
1.3 Estrutura da Dissertação
Este trabalho está dividido em 6 capítulos, sendo o primeiro deles esta introdução,
com o restante dos itens constituídos das principais abordagens e relevâncias sobre a pesquisa
realizada nesta dissertação.
No Capítulo 2, intitulado como Revisão Bibliográfica, são abordadas as principais
questões envolventes das características mecânicas do concreto armado, apresentando também
as teorias e abordagens de normas nacionais e internacionais sobre o método de transferência
de cisalhamento em vigas usuais.
As metodologias utilizadas por meio da análise numérica para avaliação dos me-
canismos complementares do concreto são abordadas no Capítulo 3, intitulado como Análise
Numérica Não Linear de Vigas de Concreto Armado. Neste capítulo, se apresentará os modelos
representativos de fissuração do concreto, discutindo os aspectos numéricos a serem considera-
dos para a modelagem de vigas de concreto armado sob ruptura frágil pelo cisalhamento, com
base no programa de elementos finitos DIANA.
No Capítulo 4 são apresentados os resultados da análise numérica utilizando o soft-
ware DIANA, descrevendo o programa experimental e campanhas de ensaios que servirão de
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referência ao comparativo dos resultados numéricos. Neste capítulo, serão analisadas as in-
fluências da variação nos parâmetros numéricos do concreto, descrevendo a melhor forma de
representar o comportamento experimental. Com base nos resultados numéricos finais e ca-
librados, são identificadas as influências do efeito pino, cisalhamento na zona comprimida e
engrenamento dos agregados na resistência total a força cortante de vigas sem estribos. Com os
modelos validados, serão por fim procedidas análises paramétricas objetivando também analisar
a influência do vão e altura da seção na resistência ao cisalhamento de vigas de concreto armado.
O Capítulo 5 é dedicado à apresentação dos resultados da estimativa de força cor-
tante última das normas ABNT NBR 6118:2014, ACI 318:2014, CEB-FIP Model Code:2010,
Teoria do Campo de Compressão Modificado:1986 e CSA A.23.3:2014, identificando as preci-
sões de cada código na previsão da carga última por cisalhamento resistidos por mecanismos
complementares do concreto.
Por fim, no Capítulo 6 são apresentadas as conclusões obtidas sobre as análises
numéricas, relacionando os resultados obtidos ao contexto da segurança e eficiências dos códigos
normativos em estimar a carga resistente ao cisalhamento das vigas analisadas para diferentes
características geométricas e propriedades do concreto.
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Capítulo 2
REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
2.1 Considerações Preliminares
Neste capítulo, são abordados os principais fatores de influência da resistência ao
cisalhamento de vigas de concreto armado, apresentando a teoria elementar hoje considerada
para determinação da resistência ao cisalhamento destes elementos, relacionando a importância
dos fatores de contribuição ao cisalhamento resistente com critérios e prescrições das normas
nacionais e internacionais para verificação de sua segurança estrutural.
2.2 Comportamento Básico do Concreto Simples
Estruturas de concreto armado estarão comumente sob influência de três principais
estados de tensões: compressão, tração e cisalhamento, podendo apresentar em um mesmo ele-
mento estrutural estes três estados de solicitações de maneira constante e concomitantemente.
Uma vez que possui uma composição heterogênea, o concreto apresentará diferentes respostas
para cada uma destas perturbações, devendo a análise estrutural ser tratada como uma contri-
buição conjunta destes três tipos de tensões.
Devido a sua composição, muito antes da capacidade resistente do elemento estru-
tural ser atingida, o concreto já apresenta micro-fissuras que se desenvolvem normalmente entre
as partículas do agregado e a pasta, estando o crescimento destas fissuras relacionado com o
acréscimo do carregamento, assim como outras perturbaçoes do meio, como os fenômenos de
retração ou efeitos da fluência do concreto. Até certo estágio de carregamento, modelos consti-
tutivos do concreto comumente consideram-no como um material elástico, relevando possíveis
deformações permanentes desprezíveis, e desta forma, assumindo ao concreto que ele retorne
sua forma original após a retirada do carregamento atuante. A medida que a fissuração se inten-
sifica, o concreto tende a modificar a forma como se deforma, não podendo mais ser considerado
com um comportamento próximo ao elástico, apresentando qualquer deformação à ele aplicada
31
notadamente irreversível.
Nas seções abaixo são apresentadas às respostas básicas do concreto armado à com-
pressão, tração e cisalhamento, conforme diretrizes adaptadas do CEB/FIP Model Code 2010:
2.2.1 Concreto Simples à Compressão
Em uma resposta uniaxial do concreto à compressão, o concreto armado é inicial-
mente tratado com um comportamento elástico entre 0 e 40% de 𝑓𝑐𝑚, representado numerica-
mente com o módulo de deformação secante do concreto (𝐸𝑐𝑚) (figura 2.1). Após atingir este
estágio de tensão-deformação, o concreto apresentará deformações irreversíveis, podendo ainda
ser carregado até o limite resistente do material, tratado pelo CEB/FIP Model Code 2010,
como a resistência média do concreto à compressão 𝑓𝑐𝑚 para um determinado estágio de de-
formação 𝜀𝑐1. Após o pico de resistência à compressão do material, a abordagem do CEB/FIP
admite ainda certa capacidade do material em continuar a resistir à esforços externos, porém
com perda sequencial de resistência, até atingir sua deformação última, 𝜀𝑐𝑢1, fenômeno chamado
de amolecimento do concreto à compressão .
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Figura 2.1: Resposta do Concreto à Compressão. Adaptado de CEB/FIP Model Code 2010
A não linearidade do concreto armado é até hoje tratada com inúmeros modelos
teóricos que tentam representar a maior quantidade de aplicações possíveis de casos reais, bus-
cando retratar da melhor forma possível a influência dos inúmeros fatores relevantes à sua
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resposta estrutural. Os modelos mais comumente aplicados na análise do concreto submetido
à compressão são baseados em critérios de ruptura do material, que consideram a interação
das tensões em estados biaxiais, ou com demais modelos de aproximação que representam o
concreto a partir de uma única curva de resposta, tal como constituídos por Feenstra (1993),
Thorenfeldt (1987), ou o próprio CEB/FIP Model Code 2010.
Quando utilizados modelos de ruptura biaxiais, os critérios de falha no concreto
armado consideram diferentes resistências últimas a medida que se alterna o tipo de solicitação,
empregando comportamentos diferenciados aos materiais submetidos a tração ou a compressão.
Em ensaios experimentais conduzidos por Kupfer & Gerstle (1973) (figura 2.2), são identificados
acréscimos no limite resistente do concreto quando submetido à estados de compressão biaxial,
podendo alcançar acréscimos na capacidade resistente do concreto entre 16 à 25%. Já para os
estados combinados de tração biaxial e tração - compressão, a resistência uniaxial do material
foi preservada, e considerada indepedentemente nas duas direções.
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Figura 2.2: Estado Biaxial de Tensões de Tração e Compressão no Concreto. Adaptado de
Albajar (2008)
Nas outras abordagens em que a resposta do concreto é representada por uma única
curva, o comportamento à compressão é tratado a partir de modelos aproximados de estados
uniaxiais, não considerando a interação biaxial na variação da resistência última do concreto.
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Para estes casos, modelos que consideram o ganho de resistência em estados bidimensionais
podem ser separadamente aplicados, se desejado, através de modelos especificos de confinamento
lateral. A figura 2.3 apresenta três dos modelos mais comumente aplicáveis ao comportamento
pré e pós pico presentes na literatura:
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Figura 2.3: Curvas de Feenstra (1993), Thorenfeldt (1987) e do CEB/FIP Model Code 2010
para o Concreto à Compressão. Adaptado de Albajar (2008)
Comparando os modelos de Feenstra (1993), Thorenfeldt (1990) e o CEB/FIP Mo-
del Code 2010, nota-se no comportamento pré-pico das curvas equivalentes respostas entre os
modelos propostos, sobretudo em sua aproximação com a simplificação elástica do material não
fissurado. No trecho descendente da curva, o concreto parece divergir entre diferentes respostas
do material, representando específicas suposições, caso a caso, sobre como o concreto responderá
em sua resposta pós pico.
2.2.2 Concreto Simples à Tração
Na resposta do concreto à esforços de tração, o CEB/FIP Model Code 2010 prevê
um comportamento linear entre 0 e 90% da resistência média à tração do concreto, 𝑓𝑐𝑡𝑚, apre-
sentando ruptura imediata quando atingido o limite de resistência do material, o que significará,
em termos do mecanismo de fratura do concreto, como a abertura de uma fissura no meio. Após
o pico de resistência, a curva tensão-deformação do concreto pelo CEB/FIP Model Code 2010
desconsidera a existência de um comportamento pós pico, sendo por ele representado como um
comportamento de ruptura frágil, conforme a figura 2.4.
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Figura 2.4: Resposta do Concreto à Tração. Adaptado do CEB/FIP Model Code 2010
Uma vez que o concreto, devido à sua heterogeneidade e anisotropia, apresenta baixa
resistência às tensões de tração ocorrentes em seu meio, é pratica comum de Normas de dimen-
sionamento, e não somente do CEB/FIP Model Code 2010, desconsiderar o comportamento
ideal do concreto à tração, visto que para o dimensionamento de armaduras, sua contribuição
possa ser imprecisa, e pouco relevante à praticas de projeto. Ainda assim, se considerados os
processos de simulação numérica, sobretudo na resposta não-linear do material, desconsiderar o
comportamento pós pico dos materiais pode resultar em análises imprecisas e grande diferença
entre resultados.
Assim como na compressão, existem na literatura diferentes metodologias para re-
presentar o comportamento do concreto simples sob esforços de tração. Os modelos mais co-
mumente aplicados na análise do concreto fissurado são baseados na lei de abertura de fissura
e energia de fratura, construídos a partir de modelos numéricos e experimentais de linhas de
pesquisa como de Hordijk (1991), Hillerborg (1976), Reinhardt (1984) ou CEB/FIP Model
Code (2010). A figura 2.5 apresenta as principais diferenças no comportamento pós pico des-
tes modelos de curva de amolecimento, utilizando valores padronizados de resistência a tração
𝑓𝑐𝑡 = 4, 1𝑀𝑃𝑎 e energia de fratura 𝐺𝑓=105 𝑁𝑚/𝑚2:
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Figura 2.5: Diagramas de amolecimento de um concreto armado de 𝑓𝑐𝑡 = 4, 1𝑀𝑃𝑎, 𝐺𝑓=105
𝑁𝑚/𝑚2 e h=46 mm, adaptado de Afonso (2010)
2.2.3 Concreto Simples ao Cisalhamento
Para o comportamento do concreto ao cisalhamento, em um estado linear não fis-
surado, são válidas as condições de tensões estabelecidas pela analogia de Mohr, que equilibra
as tensões de tração e compressão no meio através de tensões de cisalhamento tangenciais às
laterais do quadrado infinitesimal (figura 2.6):
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Figura 2.6: Distribuição de Tensões no material através de analogia de mohr. Adaptado de
Rasmussen (2012)
Na ocorrência da fissuração, a tensão de cisalhamento 𝜏 sofre redução na sua parcela
colaborante através da abertura de uma fissura nas direções principais de tração, obrigando o
cisalhamento a ser transferidos através de outros distintos mecanismos resistentes. Desta forma,
para o elemento fissurado, considera-se uma perda consecutiva de rigidez ao cisalhamento, di-
retamente relacionada com a abertura de fissura ocorrente no meio.
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A depender da metodologia utilizada, a perda de rigidez ao cisalhamento usualmente
apresenta um comportamento linear antes da formação da fissura, associado a uma relação não
linear do cisalhamento após a abertura da fissura, de forma similar ao ilustrado pela figura 2.7:
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Figura 2.7: Relação Tensão - Deformação Tangencial de um Material sob perda de Rigidez por
Fissuração. Adaptado de Afonso (2010)
2.3 Modos de Ruína em Vigas de Concreto Armado
Devido ao fenômeno de cisalhamento atuante na viga, diversos limites resistentes
podem acarretar a ruína do elemento estrutural, a depender da distribuição interna de tensões,
e consequentes resistências últimas para cada tipo de solicitação. De acordo com Fusco (2008),
os principais tipos de ruptura destas estruturas são: Ruptura da armadura transversal, ruptura
por falha de ancoragem no apoio, ruptura do banzo comprimido pelo cisalhamento, ruptura por
esmagamento da biela, ruína por flexão, e ruína por flexão localizada da armadura longitudinal:
1. Ruptura da Armadura Transversal
Com a abertura das fissuras pelo fenômeno de flexão, há em uma viga armada transver-
salmente a formação de quatro principais zonas de tensões responsáveis por garantir a
resistência do elemento estrutural, de acordo com o modelo de treliça de Ritter (1899) e
Mörsch (1948): Zonas de compressão na face superior da viga, resultantes de tração na
região inferior da viga relacionadas à armadura longitudinal, e no decorrer de sua altura,
a formação de diagonais comprimidas que transcorrem por toda a altura da viga entre as
fissuras. As armaduras transversais que atravessarem as fissuras formadas, quando incluí-
das, surgem como o quarto elemento resistente do modelo clássico de treliça, passando
a evitar que estas fissuras continuem abrindo, fazendo com que as armaduras passem a
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resistir à tração. Desta forma, quando as armaduras atingem seu limite resistente, a peça
tende a perder sua capacidade de evitar a formação da fissura crítica do cisalhamento,
gerando a ruína do elemento estrutural.
2. Ruptura por Falha de Ancoragem no Apoio
Sob incidência do carregamento externo, a viga quando muito alta passa a receber direta-
mente no apoio as tensões de compressão vindas do carregamento externo, resultando em
elevadas reações horizontais de tração que, combinadas à compressão diagonal, geram o
arqueamento da zona de compressão, fenômeno chamado de efeito arco. Esta reação ho-
rizontal é então resistida pela armadura de extremidade, a qual deve ser cuidadosamente
ancorada para evitar deslizamentos. Se a ancoragem não estiver suficientemente resistida,
o ponto de união da diagonal comprimida com o banzo tracionado apresentará picos de
tensão que resultarão na ruptura prematura do elemento estrutural, não sendo portanto
uma ruína diretamente responsabilizada pelo cisalhamento.
3. Ruptura do Banzo Comprimido pelo Cisalhamento
Em vigas com armadura de cisalhamento insuficiente, o aumento da fissuração invade a
região comprimida pela flexão, reduzindo a área de contato e aumentando consideravel-
mente as tensões de esmagamento nesta região. Desta forma, a ruptura da seção ocorre
antes mesmo da armadura longitudinal de tração entrar em escoamento, gerando uma
ruína repentina e sem aviso no elemento estrutural.
4. Ruptura por Esmagamento da Biela Comprimida
Um dos estados limites no qual as vigas de concreto armado estarão sujeitas corresponde
a capacidade de resistir ao esmagamento do concreto nas bielas inclinadas à compressão
decorrentes da flexão. Neste caso, por mais que a viga apresente elevada quantidade de
armadura transversal, o limite de tensão atuante no esmagamento do concreto é atin-
gido antes mesmo do escoamento da armadura, de forma similar à ruptura do banzo
comprimido.
5. Ruína por Flexão
Independentemente dos mecanismos de transferência de cisalhamento, as vigas de concreto
armado sob carregamento estarão sempre sujeitas ao binário de tensões que são resisti-
dos conjuntamente pela zona comprimida da seção e armadura longitudinal na região
tracionada. Quando ocorrem o escoamento e ruptura da armadura, ou o esmagamento
prematuro da zona comprimida, estes estados limites são alcançados, podendo ocorrer
uma ruptura frágil (sem aviso) nos casos que o esmagamento do banzo comprimido ocor-
rer primeiramente, ou uma ruína dúctil, que ocorre quando o aço escoa e gera deformações
excessivas no elemento estrutural, avisando o iminente colapso.
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6. Ruína por Flexão Localizada na Armadura Longitudinal
Nesta hipótese de ruína, em vigas com pouca armadura transversal, a ocorrência de ex-
cessiva fissuração pode acarretar em deslocamentos excessivos entre faces de uma fissura,
gerando tensões de cisalhamento transversais a armadura longitudinal. Sob efeito do cisa-
lhamento, estas armaduras tendem a romper por flexão da barra, podendo gerar colapso
do elemento estrutural por perda de capacidade resistente.
2.4 Mecanismos de Transferência de Cisalhamento
Com o aparecimento de fissuras perpendiculares às direções principais de tração, o
comportamento linear do concreto é gradualmente substituído por uma resposta não linear,
incapaz de retornar à sua geometria original. Para evitar que esta zona de tração resulte na
ruptura do elemento estrutural, recomenda-se que estas regiões sejam convenientemente arma-
das com barras de aço, perpendiculares ao desenvolvimento da fissura, ancorando as faces da
fissura, garantindo assim elevada capacidade resistente ao elemento estrutural. Para a deter-
minação da resistência ao cisalhamento de vigas de concreto armado, dois casos distintos são
comumente considerados (figura 2.8):
• Elementos com Armadura ao Cisalhamento
Se a viga conter armaduras transversais para resistir ao cisalhamento, a abertura da
fissura crítica ocasionada pelo cisalhamento tende a ser resistida por barras de aço conve-
nientemente disposta nas zonas tração do elemento estrutural, garantindo que a ruptura
frágil e sem aviso do cisalhamento seja evitada. Desta forma, o elemento estrutural não
mais apresentará risco em romper por corte, garantindo que se a ruptura ocorrer, esta
somente esteja relacionada aos efeitos de flexão da peça, que notadamente apresenta um
comportamento de maior ductilidade e usual superior capacidade resistente;
• Elementos sem Armadura ao Cisalhamento
Em elementos sem armadura transversal, o mecanismo resistente do concreto tende à
estar relacionado unicamente com o comportamento não linear do concreto, considerando
que as fissuras possam transmitir forças normais e paralelas à sua formação, resultando
em respostas mecânicas que auxiliarão, até certa parte, à evitar a ruína do elemento
estrutural. Para estes elementos, três principais mecanismos estarão relacionados à esta
contribuição:
1. Engrenamento dos Agregados: Mecanismo relacionado ao intertravamento de
agregados entre duas faces de uma fissura, resultado da deformação por cisalha-
mento sofrida pelo concreto armado. Este fenômeno tende a resistir a ruptura por
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deslizamento da fissura no elemento estrutural, garantindo a ele superior capacidade
resistente sob força cortante;
2. Efeito de Pino: Fenômeno relacionado à resistência da armadura longitudinal em
evitar o cisalhamento da seção entre fissuras. Neste efeito, a armadura engastada nas
duas extremidades da fissura passa a resistir ao cisalhamento, garantindo maior resis-
tência ao fenômeno de corte na seção transversal, e consequentemente contribuindo
para a resistência ao cisalhamento do elemento estrutural;
3. Forças axiais das barras inclinadas: Quando a viga apresentar armadura trans-
versal ou inclinada, as barras que interceptam ao plano da fissura passam a contribuir
para o controle da deformação por cisalhamento através das tensões axiais, ao qual
são garantidas pela ancoragem das armaduras nos dois extremos da barra pela fis-
sura;
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Figura 2.8: Mecanismos resistentes ao cisalhamento de vigas de concreto armado. Adaptado de
Sherwood (2008)
Com:
V𝑐 - Parcela de força cortante resistida através dos mecanismos internos do concreto;
V𝑠 - Parcela de força cortante resistida pela armadura transversal;
C - Zona comprimida;
T - Zona tracionada resistente pela armadura longitudinal;
V𝑧𝑠 - Parcela de força cortante transferida pela zona comprimida;
V𝑎 - Parcela de força cortante transferida pelo engrenamento dos agregados;
V𝑝 - Parcela de força cortante transferida pelo efeito de pino;
A𝑣, f𝑦 - Parcela de força cortante transferida pela armadura transversal;
Segundo Sheerwood (2008), ainda nas décadas de 60 e 70, inúmeros pesquisadores,
como MacGregor & Walters (1967), Kani el. al (1979), Fenwick & Paulay (1964) e Möe(1962)
observaram que a variação nas tensões observadas nas armaduras transversais em inúmeras
posições do vão em vigas de concreto armado não poderiam ser explicadas unicamente com
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a teoria da treliça clássica, devendo parte das tensões de cisalhamento serem necessariamente
resistidas a partir de fenômenos e mecanismos internos do concreto. Para esta afirmação, Möe
(1962) sugeriu a representação do modelo de ruptura por cisalhamento conforme a figura 2.9,
no qual considerava uma porção de viga entre duas fissuras de flexão fixas a partir da linha
neutra da seção. A medida que o diferencial de flexão ocorria, a deformação da porção de
viga entrava em atrito com uma das bordas da fissura, gerando uma força resistente através
do engrenamento dos agregados do concreto. Através deste modelo, Möe sugeriu ainda que a
medida que a fissura aumenta sua abertura, esta contribuição dada ao intertravamento dos
agregados se reduz, causando um possível esmagamento da parcela comprimida, ocasionando a
ruptura do elemento estrutural.
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Figura 2.9: Modelo de ruptura por cisalhamento sugerido por Möe (1962)
Que consiste em:
Δ𝐶 - Diferença da Resultante da zona comprimida no comprimento 𝛼𝑑;
Δ𝑇 - Diferença da Resultante da armadura tracionada no comprimento 𝛼𝑑;
𝑑 - Altura útil da seção;
𝑓𝑡 - Tensão de tração atuante no concreto;
𝛾𝑑 - Altura da fissura na seção;
𝑗𝑑 - Distância do braço entre a resultante de tração 𝑇 na armadura e a resultante de compressão
𝐶 no concreto;
𝑤 - Abertura da fissura;
𝜈 - Tensão de Cisalhamento;
𝜈 = 𝑓(𝑤) - Tensão de Cisalhamento em função da abertura da fissura;
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Devido a tais questionamentos acerca da correta distribuição do cisalhamento no
concreto armado, calcular as contribuições de cada uma das parcelas resistentes dos mecanismos
de cisalhamento tem sido objetivo de inúmeros pesquisadores, como Taylor (1970), Fenwick &
Paulay (1968), Gregely (1969) e Kani et al (1979). Através de resultados experimentais coletados
por Sheerwood (2008), as seguintes taxas de contribuição foram registradas em cada um destes
estudos:
• Fenwick & Paylay (1968):
60 – 75% - Cisalhamento transferido através do engrenamento dos agregados;
20% - Cisalhamento transferido por efeito do pino;
5 – 20% - Cisalhamento transferido pela zona de compressão acima da fissura;
• Taylor (1970):
33 – 50% - Cisalhamento transferido pelo engrenamento dos agregados;
15 – 25% - Cisalhamento transferido por efeito do pino;
20 – 40% - Cisalhamento transferido pela zona de compressão acima da fissura;
• Kani et. al. (1979):
50 – 60% - Cisalhamento transferido pelo engrenamento dos agregados;
8 – 13% - Cisalhamento transferido por efeito do pino;
17–32% - Cisalhamento transferido pela zona de compressão acima da fissura;
• Gergely (1969)
33 – 50% - Cisalhamento transferido através do engrenamento dos agregados;
15 - 25% - Cisalhamento transferido por efeito do pino;
20 – 40% - Cisalhamento transferido pela zona de compressão acima da fissura;
2.4.1 Engrenamento dos Agregados
Diversos autores, como Baˇzant & Gambarova (1980), Li et al. (1989) e Walraven
& Reinhardt (1980) desenvolveram estudos para compreensão do fenômeno do engrenamento
dos agregados como um dos principais fenômenos na transferência do cisalhamento em elemen-
tos de concreto armado. Nestas linhas de pesquisa, o principal objetivo era obter-se equações
analíticas, capazes de relacionar a maior quantidade de ensaios experimentais possível, pos-
sibilitando boas previsões numéricas da real capacidade de engrenamento dos agregados de
corpos-de-prova. Nas décadas seguintes, outros autores como Yang (2011), Muzeyin (2016) e
Daluga (2018) buscaram apresentar a influência do efeito do engrenamento dos agregados em
elementos de concreto armado através de séries experimentais, desta vez, relacionando o fenô-
meno de engrenamento especificamente com vigas de concreto armado sem estribos. Abaixo são
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apresentadas as metodologias e resultados do estudo de engrenamento proposto por Walraven
(1980) para correlacionar a influência do agregado na resistência ao cisalhamento, e também
resultados experimentais obtidos por Yang (2011), Muzeyin (2016) e Daluga (2018):
2.4.1.1 Walraven (1980)
Em um dos principais e predecessores estudos do fenômeno de engrenamento dos
agregados em elementos de concreto armado, Walraven (1980) conduziu uma série de ensaios
experimentais a partir de dois espécimes com uma superfície de concretagem rugosa, em contato
entre sí, ligadas entre as partes por barras longitudinais, conforme a figura 2.10. A partir desta
metodologia, o cisalhamento puro, isento da flexão comumente ocasionadas em vigas de concreto
armado, pôde então ser percebido para diversas faixas de misturas, com diâmetros de agregados
que foram entre 16 mm e 32 mm, em resistências do concreto à compressão entre 13 MPa e 60
MPa:
15
0
15
0
30
0
400 mm
A A
15
0
CORTE A-A
Var.
Figura 2.10: Série Experimental de Walraven (1980)
No conjunto de análises que estuda a influência do tamanho máximo da partícula
do agregado no comportamento do cisalhamento, Walraven comparou os agregados para casos
de 𝐷𝑚á𝑥=16 mm e 𝐷𝑚á𝑥=32 mm conforme os dados apresentados na tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Dados de Ensaio e misturas de concreto utilizadas na série experimental de Walraven
(1980)
Mistura Propriedades Armadura Longitudinal 𝜌0Número de Estribos e Diâmetros (mm)
Mistura - 0,14% 0,56% 1,12% 1,68% 2,24% 3,36%
Mix 1 𝐷𝑚𝑎𝑥= 16 mm,
𝑓 ′𝑐=29,4 - 36,6 MPa
2 𝜑 4 2 𝜑 8 4 𝜑 87 𝜑 6 6 𝜑 8
8 𝜑 8
2 𝜑 16 3 𝜑 16
Mix 2 𝐷𝑚𝑎𝑥=16 mm,
𝑓 ′𝑐=29,2 – 29,5 MPa
2 𝜑 8 4 𝜑 87 𝜑 6 6 𝜑 8
8 𝜑 8
2 𝜑 16
Mix 3 𝐷𝑚𝑎𝑥=16 mm,
𝑓 ′𝑐=56,1 MPa
2 𝜑 8 4 𝜑 8 6 𝜑 8 8 𝜑 8
Mix 4 𝐷𝑚𝑎𝑥=16 mm,
𝑓 ′𝑐=19,9 MPa
2 𝜑 8 4 𝜑 8 6 𝜑 8 8 𝜑 8
Mix 5 𝐷𝑚𝑎𝑥=32 mm,
𝑓 ′𝑐=38,2 MPa
2 𝜑 8 4 𝜑 8 6 𝜑 8 8 𝜑 8
Da série experimental, Walraven agrupou comparativamente a relação tensão de ci-
salhamento 𝜏 , tensão normal 𝜎 e deslizamento da fissura Δ para todos os ensaios efetuados,
comparando-os em gráficos similares à figura 2.11:
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Figura 2.11: Comparativo entre resultados experimentais e teóricos para concreto composto de
fck=33 MPa, diâmetros máximos do agregado entre 16 e 32 mm, com a resistência da matriz
em 48 MPa. Adaptado de Walraven (1980)
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Com:
𝑝𝑘 - Razão entre o volume de agregado / volume de concreto;
𝜇 - Coeficiente de Atrito;
𝜎𝑝𝑢 - Resistência experimental da matriz do concreto à compressão;
Para características similares de misturas, é possível notar que a medida que o
diâmetro do agregado aumenta, para inúmeros estágios de abertura de fissura, o deslizamento
na linha de engrenamento tende a ser menor para maiores tamanhos de agregados, traduzindo
em melhorias no fenômeno de engrenamento a medida que o diâmetro do agregado aumenta.
A partir dos resultados experimentais, Walraven (1980) então buscou relacionar ma-
tematicamente a influência do tamanho dos agregados com as tensões normais e tangenciais
da fissura. Sua metodologia consistiu em considerar as diferentes resistências dos materiais
compósitos do concreto, considerando o desenvolvimento da fissura nas interfaces mais enfra-
quecida. Para o caso do concreto, o material consiste pela representação de dois sistemas: a
matriz, e uma coleção de partículas de agregados graúdos. No geral, a rigidez dos agregados
são superiores a da matriz, usualmente composta da mistura de agregados miúdos e cimento.
Sendo assim, na aplicação de tensões de tração, a probabilidade do descolamento da matriz
junto a face do agregado é muito maior do que possibilidade da fissura atravessar internamente
ao agregado, caso que somente ocorre em concretos de alta resistência e agregados frágeis. As
faces das fissuras encontram então um perfil conforme indicado pela figura 2.12:
AgregadoMatriz
Figura 2.12: Linha de fissura contornando os agregados. Adaptado de Walraven (1980)
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Como resultado da deformação tangencial causada pelo carregamento, o desenvolvi-
mento do contato nas superfícies da fissura, ou seja, o engrenamento entre as faces, se intensifica,
gerando transferência de tensões em todas as direções principais do sistema. Destas premissas,
o modelo teórico de Walraven & Reinhardt (1981), considerava as tensões de contato como
duas resultantes: 𝜎𝑝𝑢 𝜏𝑝𝑢 como a tensão normal e tangencial a linha de engrenamento respec-
tivamente. Desta forma, as formulações (equação 2.4.1 e 2.4.2) que consideravam o fenômeno
de engrenamento dos agregados estariam relacionadas com dois principais fenômenos: Tensões
resultantes do estado plano de tensão, e a área de contato entre as faces da fissura, estando
estas grandezas condicionadas a espessura da fissura e tamanho médio dos agregados (figura
2.13.
𝜏 = 𝜎𝑝𝑢(𝐴𝑦 + 𝜇.𝐴𝑥) (2.4.1)
𝜎 = 𝜎𝑝𝑢(𝐴𝑥 − 𝜇.𝐴𝑦) (2.4.2)
Em que:
𝜎 - Tensão normal à linha da fissura;
𝜏 - Tensão tangencial à linha da fissura;
𝜎𝑝𝑢 - Tensão normal crítica na linha da fissura;
𝜇 - Coeficiente de atrito, que correlaciona as tensões normais e tangenciais do modelo, obtida
experimentalmente para diversos tipos de concreto;
𝐴𝑥, 𝐴𝑦 - Área de Contato projetada em x e y relacionada a uma superfície unitária;
ay = 2R senѳ cosα
Fτ = 2R τpu senѳ
Fσ = 2R σpu senѳ
ax = 2R senѳ senα
ѳ
ѳ R
α
R
ax 
ay 
w 
u 
Figura 2.13: Representação analítica do equacionamento de Walraven (1980)
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2.4.1.2 Yang (2011)
Na avaliação do fenômeno de engrenamento dos agregados de vigas de maiores al-
turas, Yang (2011) desenvolveu uma série de ensaios experimentais com concretos de diferentes
densidades e tamanhos máximos de agregado graúdo, no intuito de avaliar as influências da
constituição da mistura na resistência ao cisalhamento de vigas sem armadura transversal. A
série experimental, no objetivo de representar um sistema de vigas contínuas, é dotada de três
apoios e dois pontos de aplicação de carga, conforme a figura 2.14:
Célula de Carga
Viga   Metálica
P
P/2
L=432 L=432
0,5 L 0,5 L
0,45 L 0,45 L
Apoio Rotulado
Suporte Metálico
Transdutores de 
Deformação
Espécime
P/2
4 Ø 19 
4 Ø 19 
h
 =
 4
0
0
d
 =
 3
6
0
[mm]
Figura 2.14: Plano Experimental de Yang (2011)
A série experimental de Yang equalizou a geometria, resistência característica do
concreto, taxa de armadura longitudinal, e todos os demais parâmetros constitutivos do con-
creto, variando o tamanho máximo do agregado da mistura, conforme a tabela 2.2:
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Tabela 2.2: Série experimental: Influência do diâmetro do agregado na resistência ao cisalha-
mento. Yang (2011)
Espécime Tipo de Concreto 𝑎𝑔𝑔 𝑓 ′𝑐 𝑓𝑠𝑝 𝜌 𝐴𝑐
[-] [-] [mm] [MPa] [MPa] [𝑘𝑔/𝑚3] [%]
N4
Densidade Normal
4 25,8 2,89 2157 5,4
N8 8 29,6 3,18 2233 4,4
N13 13 27,4 3,09 2253 3,1
N19 19 33,2 3,51 2273 2,9
A partir dos resultados apresentados pela tabela 2.3, constatou-se que o tamanho
máximo do agregado era diretamente relacionado com a carga máxima obtida pelo ensaio,
aumentando proporcionalmente a resistência ao cisalhamento a medida que o diâmetro do
agregado aumentava.
Tabela 2.3: Resultados: Influência do diâmetro do agregado na resistência ao cisalhamento.
Yang (2011)
Espécime 𝑃𝑛 𝑉𝑛,𝑖𝑛𝑡 𝑉𝑛,𝑒𝑥𝑡
[-] [kN] [kN] - 2x [kN] - 2x
N4 929,3 236,7 227,9
N8 1277,0 365,2 273,3
N13 1466,6 421,8 311,5
N19 1643,4 489,2 332,5
Considerando:
𝑉𝑛,𝑖𝑛𝑡 - Reações de apoio internas;
𝑉𝑛,𝑒𝑥𝑡 - Reações de apoio externas;
2.4.1.3 Muzeyin (2016)
Para avaliação da influência do tamanho do agregado na resistência ao cisalhamento
de vigas de concreto armado sem estribos, Muzeyin (2016) conduziu uma série de análises
experimentais de vigas com seções 200x250 mm (figura 2.15), padronizando a resistência carac-
terística do concreto em 𝑓 ′𝑐 = 16, 5 MPa, variando o tamanho máximo do agregado graúdo das
misturas. As propriedades consideradas no ensaio estão representadas conforme a tabela 2.4:
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Tabela 2.4: Série experimental: Influência do diâmetro do agregado na resistência ao cisalha-
mento. Muzeyin (2016)
Espécime h d a/d 𝐴𝑠.𝑖𝑛𝑓. 𝑑𝑚𝑎𝑥. 𝑓 ′𝑐
[mm] [mm] - [𝑚𝑚2] [mm] [MPa]
𝑁𝑊/𝑁∘4 250 211 0,65 603 37,5 14,79
𝑁𝑊/𝑁∘5 250 211 0,65 603 25 16,31
𝑁𝑊/𝑁∘7 250 211 0,65 603 12,5 18,74
𝑁𝑊/𝑁∘9 250 211 0,65 603 4,75 16,4
Carga
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Suporte
Vão de Cisalhamento a=650 mm Vão de Cisalhamento a=650 mm
Comprimento Efetivo = 1300 mm
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Figura 2.15: Plano Experimental de Muyezin (2016)
A figura 2.16 apresenta o comparativo das curvas carga-deslocamento para os 5 es-
pécimes ensaiados, que se comparadas entre sí, torna possível identificar a influência da variação
no tamanho do agregado no acréscimo de resistência à carga de ruptura.
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Figura 2.16: Resultados: Influência do diâmetro do agregado na resistência ao cisalhamento.
Muzeyin (2016)
Pelos resultados apresentados por Muzeyin (2016), identifica-se que a medida que
o diâmetro do agregado aumenta, os espécimes apresentavam maior ductilidade e proporcional
aumento na carga última medida. Com exceção pela espécime com agregados de 4,75 mm, as
demais preservaram faixas similares de flecha no momento de ruptura, com valores entre 3,5 e 4
mm. Observando o desenvolvimento das curvas como um todo, é possível notar que preservadas
as características iniciais do concreto, como geometrias, armaduras e resistências à compressão,
a simples alteração no diâmetro do agregado já pôde ser responsável por aumentar a carga
última obtida, que comparando os espécimes de 4,75 e 37,5 mm, extremos da análise, puderam
evidenciar um aumento de 20 kN na carga última.
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2.4.1.4 Daluga (2018)
Em estudos recentes, Daluga et al. (2018) apresentou uma série de ensaios experi-
mentais no intuito de comparar a influência do tamanho do agregado e efeito escala da geometria
de vigas na resistência ao cisalhamento de elementos sem estribos. A série experimental consi-
derou agregados de 9,5 mm à 51 mm de diâmetro, com duas proporções 𝑎/𝑑 padronizadas: 2,3
e 2,9. A tabela 2.5 apresenta os parâmetros comparativos utilizados na série experimental.
Tabela 2.5: Parâmetros da série experimental de Daluga et al. (2018): Influência do Efeito
Escala na Resistência ao Cisalhamento de Vigas de Concreto sem Estribos
Séries 𝑓 ′𝑐 𝑎𝑔𝑔 h b d 𝐴𝑠 L 𝑎𝑔𝑔/d
[-] [MPa] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm2] [mm] [-]
A-1 à A-4 24,8 à 31,0 25 762 572 667 3018 3048 0,038
B-1 e B-2 24,8 25 305 229 267 600 1219 0,095
C-1 e C-2 32,4 à 33,8 25 305 229 267 387 1219 0,095
D-1 à D-6 18,6 à 31,7 13 305 229 267 387 1219 0,048
E-1 e E-2 29,6 à 30,3 25 762 572 667 3018 3180 0,038
F-1 à F-4 33,8 à 34,5 13 305 229 267 600 1524 0,036
G-1 e G-2 23,4 à 31,0 51 1219 610 1067 5162 6096 0,048
H-1 e H-2 28,3 10 305 229 267 597 1524 0,036
I-1 e I-2 28,9 à 30,3 13 305 229 267 597 1524 0,048
J-1 e J-2 22,7 13 305 229 267 597 1524 0,048
K-1 e K-2 27,6 à 29,6 25 305 229 267 597 1524 0,095
Através dos resultados experimentais, Daluga et al. (2018) elaborou um conjunto de
gráficos (figura 2.17), no intuito de comparar a influência de a/d e do tamanho do agregado na
mistura. Os gráficos eram organizados pela razão entre tensão de cisalhamento, 𝜈, calculada
simplificadamente através da expressão 𝑉/(𝑏𝑤 · 𝑑), e a raiz da resistência à compressão das
amostras, medidas na data do ensaio
√︁
𝑓 ′𝑐 com relação à flecha última Δ pelo vão do elemento
𝐿. O comparativo teve como principal finalidade compreender, não somente as influencias no
carregamento máximo, mas também as consequências da proporção a/d na resposta estrutural:
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Figura 2.17: Comparativo 𝜈/
√︁
𝑓 ′𝑐 por Δ/𝐿 dos resultados experimentais de amostras com a/d
= 2,3 e 2,9, contendo diferentes diâmetros de agregado . Daluga et al (2018)
Pelos resultados obtidos, é possível notar um acréscimo na carga e deflexão última
obtida experimentalmente a medida que são utilizadas geometriais maiores de agregado na
mistura, de forma similar ao que foi concluído por Muzeyin (2016). Além de variações na carga
máxima, o comparativo entre os espécimes de a/d 2,3 e 2,9 também mostrou que quanto mais
esbeltas as vigas se tornam, menor torna-se influente o tamanho do agregado na resistência
à força cortante, trazendo pouco variação na carga última obtida, havendo porém ganho de
resistência pelo aumento do agregado em ambos os casos.
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2.4.2 Efeito de Pino
Por definição, o efeito do pino é tratado como a capacidade da barra longitudinal
de aço em transmitir forças perpendiculares ao seu eixo entre as duas faces de uma fissura.
Este fenômeno dependerá essencialmente da transferência das tensões normais a partir da face
da circunferência, que refere-se não somente da rigidez da barra, mas também relacionada ao
esmagamento do concreto na região comprimida em contato com a armadura. Em geral, a
medida que a carga aplicada ao pino aumenta, uma progressiva deterioração do concreto pode
ocorrer, gerando a ruptura longitudinal do concreto em parte da extensão da viga, conforme
apresentada pela figura 2.18.
A figura 2.18c, adaptada de Walraven (1980), mostra a perda na capacidade em
se transmitir a força normal após a aparente ruptura no concreto paralela ao eixo da barra.
Também é observável que a capacidade em se resistir ao efeito de pino estará não somente re-
lacionada com a capacidade resistente dos materiais, mas também sofrerá influência da posição
da armadura no elemento. Conforme se observa em 2.18b, a capacidade resistente do pino nas
vigas, em oposição a outras condições de armadura mais centralizadas em seus elementos estru-
turais, resultará em uma ruptura mais preliminar do concreto na direção normal a barra, uma
vez que a proximidade da borda inferior inviabiliza uma adequada condição de redistribuição
das tensões internas, perdendo repentinamente sua rigidez.
Fd
(c)(b)(a)
(a)
(b)
Fd
Fd
Figura 2.18: a,b: Fissura pelo efeito de pino em duas posições de armaduras. c: Curva carga-
deslocamento do pino em ambos os casos. Adaptado de Walraven & Reinhardt (1981)
Em estudos conduzidos por Paulay, Park & Phillips (1974) (figura 2.19), um compa-
rativo do efeito de pino entre diversos tamanhos de armadura foi conduzido para demonstrar a
influência do diâmetro das armaduras na resistência ao cisalhamento. O programa experimental
consistia na aplicação de uma carga transversal para gerar um efeito de corte entre a interface
de um pilarete e um bloco fixo ao solo. A interface teria área de contato lisa, excluindo possíveis
atritos que não correspondessem ao efeito de pino.
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Figura 2.19: Experimento de Paulay, Park & Phillips (1974) para estudo da influência do efeito
de pino na resistência ao cisalhamento de peças de concreto armado.
Conforme observado pelos dados experimentais, quanto maior o diâmetro, e con-
sequentemente sua área de contato do pino com o concreto, melhor será sua capacidade em
transmitir o cisalhamento. Para todos os casos, a medida que a abertura da fissura e a defor-
mação radial na barra aumentam, a capacidade resistente do pino cresce até atingir seus valores
máximos, estabilizando sua intensidade até o esmagamento do concreto na área de contato ou
ruptura por flexão da barra.
2.4.3 Influência da Inclinação da Armadura transversal para a Superfície da Fis-
sura
Para compreensão da influência das armaduras inclinadas na resistência ao cisalha-
mento, Walraven & Reinhardt (1981) conduziram um experimento (figura 2.20) para repre-
sentar as diferentes influências que a inclinação das armaduras longitudinais podem gerar na
respectiva resistência ao cisalhamento. Trata-se de um teste de corte em que uma carga foi apli-
cada na extremidade superior de um bloco de testes, estando a transferência do carregamento
unicamente garantida pela armadura longitudinal inclinada. As armaduras utilizadas foram de
mesma quantidade e diâmetro, de forma a não sofrer influências de outros parâmetros relaci-
onados ao efeito de pino. Segundo os pesquisadores, quanto maior a proximidade do ângulo
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com a direção perpendicular do vinco de corte, maior a resistência da armadura aos esforços
de cisalhamento.
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Figura 2.20: Experimento de Walraven & Reinhardt (1981) para estudo da influência da incli-
nação da armadura na resistência ao cisalhamento de peças de concreto armado
Apesar dos ganhos correspondentes ao emprego de armaduras longitudinais inclina-
das, de acordo com Fusco (2008), a utilização de armaduras inclinadas longitudinais, comumente
chamadas de cavaletes, apresenta possíveis riscos de fendilhamento na proximidade da curva-
tura, fenômeno este seria causado por acréscimo de tensões de tração no bordo da circunferência
da barra. Por estas razões, o uso deste tipo de armadura tem sido substituído pela utilização
de estribos verticais, uma vez que os ganhos pelo uso de armadura transversal vertical superam
quaisquer adversidades ocasionadas pelos cavaletes.
2.4.4 Efeito Arco
Quando fissuras de flexão se desenvolvem em vigas de maiores alturas, a presença de
tensões de tração na armadura longitudinal, conjuntamente com a zona comprimida não fissu-
rada acima da fissura crítica, tendem a gerar um arqueamento da zona comprimida, garantindo
adicional capacidade resistente à flexão e ao cisalhamento em elementos estruturais. A figura
2.21 mostra o modelo de distribuição de tensões normais ocorrente em uma viga sob influencia
do efeito arco.
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Figura 2.21: Representação do Efeito Arco em vigas de Concreto Armado. Adaptado de Yang
(2014)
A intensidade do efeito arco, então relacionada à casos de vigas altas, pode ser
relacionada com a proporção de distância entre carga e apoio (a) e altura útil (d) do elemento
estrutural(figura 2.22), segundo diretrizes de Russo et al (1991):
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Figura 2.22: Modelo de interação flexão - cisalhamento para inúmeros a/d. Adaptado de Russo
et al (1991)
Neste estudo, são apresentadas as relações entre a razão de momento último𝑀𝑢 lido
no máximo cisalhamento resistente da seção, pelo momento último possível à flexão (𝑀𝑓𝑙), para
inúmeras proporções de a/d de vigas de concreto armado sem armaduras de cisalhamento.
O ponto mínimo de interação entre as curvas, referente à menor proporção 𝑀𝑢/𝑀𝑓𝑙
apresentada no diagrama, refere-se a transição do comportamento predominante de arco para
o comportamento de viga na faixa entre 2 ≤ 𝑎/𝑑 < 3.
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2.5 Efeito de Escala
Pesquisas iniciais conduzidas por Leonhardt & Walther (1962), acerca das principais
variáveis de influência à resistência ao cisalhamento de vigas de concreto armado, mostraram
existir na literatura até então vigente certa deficiência no histórico de ensaios experimentais com
vigas de concreto armado de grandes alturas sem armadura de cisalhamento. Com a maioria
dos ensaios restringindo-se a vigas de até 300 mm de altura, com vãos de no máximo 2000
mm de comprimento, abriu-se então questionamentos sobre a possível influência da proporção
geométrica do elemento estrutural sobre as propriedades mecânicas do material, sobretudo sua
ductilidade e sua resistência mecânica. Desta forma, Leonhardt & Walter (1962) estudaram
duas séries de vigas retangulares sem armadura de cisalhamento, de alturas de 70 mm à 600
mm, mantendo constante a taxa de armadura longitudinal entre cada um dos comparativos,
preservando sempre sua proporção entre altura (h) e vão de cisalhamento (a), em 3.0, conforme
a tabela 2.6:
Tabela 2.6: Série Experimental de Lenhardt & Walter (1962) para estudo do efeito escala
Espécime L a h b Nº de Barras 𝜑 𝑚𝑆𝑈
Nº mm mm mm mm un mm 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2
C1 1000 450 150 100 1 - (1 camada) 16.0 44.0
C2 2000 900 300 150 3 - (1 camada) 16.0 44.0
C3 3000 1350 450 200 6 - (2 camadas) 16.0 34.5
C4 4000 1850 600 225 9 - (3 camadas) 16.0 35.5
D1 520 210 70 50 2 6.0 63.1
D2 1040 420 140 100 2 12.0 48.5
D3 1560 630 210 150 2 18.0 43.3
D4 2080 840 280 200 2 24.0 39.6
Utilizando-se da equação do momento fletor reduzido 𝑚𝑆𝑈 =𝑀𝑆𝑈/𝑏 · ℎ2 para equa-
lizar e comparar a proporção de momento último dos elementos, percebeu-se que a proporção
de momento máximo, tal como esperado inicialmente, não seguia uma equivalência entre os en-
saios avaliados, identificando que a medida que a proporção da viga aumenta, menores tensões
de cisalhamento último eram identificados nos ensaios de ruptura.
Posteriormente, Kani (1967) também dedicou-se a estudar as influências do efeito de
escala nas estruturas de concreto armado, apresentando o resultado comparativo entre inúmeras
séries experimentais de 152 mm(6"), 305 mm(12"), 610 mm(24") e 1219 mm (48") de altura,
mantendo proporções similares de taxa de armadura longitudinal (𝜌 = 2, 8%), uma resistência
do concreto em 26,2 MPa, variando-se a proporção de a/d para estudo e avaliação do efeito
escala na vigas de concreto armado, conforme a figura 2.23:
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Figura 2.23: Tensão de Cisalhamento vs a/d para vigas de concreto de variadas profundidades.
Adaptado de Kani (1967)
Dentre suas constatações, Kani (1967) também comparou a proporção da variação de
a/d com o tipo de ruptura ocorrente entre seus espécimes avaliados, discriminando o momento
último causado pela força cortante (𝑀𝑢) com relação ao momento último causado pela ruptura
última máxima por momento fletor(𝑀𝑓𝑙). Foram constatados que para valores similares de
resistência do concreto e taxa de armadura longitudinal, a proporção geométrica influenciará
também no mecanismo de transferência de cisalhamento, que para valores abaixo da faixa de
a/d = 2.5 - 3.0 (figura 2.24) a transferência de cisalhamento ocorrerá pela zona comprimida
não fissurada através do efeito arco, e para faixas acima de a/d = 3.0, os modelos de ruptura
são comumente atribuídos pela abertura da fissura crítica.
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dades . Adaptado de Kani (1967)
2.6 Modelo Resistente ao Cisalhamento de Vigas de Concreto Armado
Em vigas de concreto armado sujeitas a carregamentos perpendiculares ao seu eixo
longitudinal, o carregamento atuante, proveniente de qualquer tipo de solicitação externa, ne-
cessariamente se distribuirá aos apoios do modelo estrutural em busca de estados de equilíbrio
estático. Neste encaminhamento, o concreto armado, sendo um material anisotrópico, apresen-
tará diferenças na capacidade resistente de seu meio, a depender do sentido das tensões internas
resultantes.
Segundo Fusco (2008), quando ocorre a flexão na viga, a região inferior do elemento
apresentará tensões normais de tração que, até ultrapassarem a resistência a tração do con-
creto, permanecem não fissuradas, mantendo-se assim no Estádio I. Após atingida a resistência
a tração concreto, ocorre a primeira fissura, e o comportamento do concreto não mais apre-
senta capacidade de retornar ao seu exato estágio original,iniciando-se o Estádio II, conforme
ilustrado pela figura 2.25.
Com o acréscimo do carregamento, a região tracionada passa a interagir por atrito
com as armaduras longitudinais ancoradas no corpo do concreto, que evitarão que a abertura
de fissuras leve o elemento à ruína. A flexão imposta à viga passa então a ser resistida pelo
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equilíbrio de tensões normais na seção, com a armadura inferior resistindo à resultantes de
tração, e o concreto resistindo ao esmagamento ocasionado pela zona de compressão da peça.
Tensões de Tração
Tensões de Compressão
P P
P P
estádio I estádio II estádio I
fissuras de flexão
Figura 2.25: Trajetória das tensões principais e surgimento das primeiras fissuras de flexão.
Adaptado de Bastos (2015)
Abaixo são apresentados dois dos principais modelos de cálculo utilizados por Nor-
mas Nacionais e Internacionais para representar o comportamento de vigas de concreto armado,
o modelo resistente de treliça de Ritter-Mörsch e o modelo do campo de compressão modificado:
2.6.1 Modelo Resistente de Treliça
Inicialmente proposto por Ritter (1899) e Mörsch (1948), o modelo resistente de tre-
liça apresenta um método de cálculo para determinar a armadura de cisalhamento necessária
ao equilíbrio de uma viga de concreto armado, em que o mecanismo resistente da viga fissurada
(estádio II), pudesse ser associado ao sistema estrutural de uma treliça, formado por um cordão
de concreto comprimido, armadura longitudinal inferior de tração, diagonais comprimidas de-
limitadas entre as fissuras, e montantes tracionadas devido à tração nas armaduras, conforme
figura 2.26.
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Figura 2.26: Analogia de treliça por Ritter – Mörsch . Adaptado de Carvalho (2012)
De acordo com Carvalho (2012), para validade do comportamento de treliça, algu-
mas hipóteses são consideradas para o modelo resistente de treliça ter representatividade do
comportamento estrutural:
• A treliça deve ser considerada como isostática;
• Os banzos da treliça, correspondentes às zonas tracionadas e comprimidas da viga, são
hipoteticamente adotados como paralelos;
• A inclinação das fissuras, e consequentemente das bielas comprimidas, deve ser inicial-
mente de 45∘;
• Considera-se que a inclinação das armaduras de cisalhamento 𝛼 esteja sempre entre 45∘
e 90∘ para atuarem como montante tracionada;
2.6.1.1 Cálculo da Armadura Transversal
Para obter a quantidade de armadura necessária à ser resistida no modelo resistente
de treliça, considera-se a decomposição de forças em uma das extremidades da treliça, adotando
o equilíbrio de forças externas e internas do sistema (figura 2.27):
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Figura 2.27: Analogia de treliça por Ritter – Mörsch . Adaptado de Carvalho (2012)
Em que:
P1 e P2 - Forças Externas aplicadas aos nós;
𝐹𝑐 - Resultante de Tensões de compressão no concreto;
𝐹𝑎𝑡 - Resultante de Tensões de tração nas barras da armadura transversal que cortam uma
fissura;
𝐹𝑠 - Resultante de tensões de tração na armadura inferior longitudinal;
𝛼 - Ângulo de inclinação da armadura transversal;
z - Distância entre os banzos superiores e inferiores;
Adotando-se então a força cortante solicitante na seção como 𝑉𝑠 = 𝑅1 − 𝑃1 − 𝑃2, o
equilíbrio das componentes verticais é obtido pela igualdade entre a reação de apoio 𝑅1, com
relação as cargas externas 𝑃1, 𝑃2 e a componente vertical das resultantes de tração na barra de
armadura 𝐹𝑎𝑡:
𝑅1 = 𝑃1 + 𝑃1 + 𝐹𝑎𝑡 · sin𝛼 (2.6.1)
Considerando uma quantidade n de barras que cruzam a fissura a uma distância s,
espaçadas entre duas cargas externas P1 e P2 (figura 2.28):
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Figura 2.28: Analogia de treliça por Ritter – Mörsch . Adaptado de Carvalho (2012)
𝑛 = 𝑧 + 𝑧 · cot𝛼
𝑠
= 𝑧 · (1 + cot𝛼)
𝑠
(2.6.2)
A contribuição máxima de n barras à força cortante atuante, considerando o escoa-
mento do aço como 𝑓𝑦𝑑, fica:
𝐴𝑠𝑤
𝑠
= 𝑉𝑆𝑑sin𝛼 ·
1
𝑓𝑦𝑑 · 𝑧 · (1 + cot𝛼) (2.6.3)
Em que 𝐴𝑠𝑤 seja a quantidade necessária de armadura, em unidade de área, para
resistir à força cortante solicitante 𝑉𝑠𝑑.
2.7 Teoria do Campo de Compressão Modificado:1986
A teoria do Campo de Compressão modificado, proposta por Michael P. Collins e
Frank J. Vechio em 1986, prevê a obtenção do comportamento carga-deformação de elemen-
tos de concreto armado fissurados a partir da compatibilidade das deformações com as relações
tensão-deformação dos materiais. Nesta teoria, o cisalhamento atuante será resistido pela soma-
tória da tensão de compressão 𝑓2, conjuntamente com a tensão de tração, 𝑓1, dependentemente
da resistência (𝑓𝑠𝑥 / 𝑓𝑠𝑧), taxa da armadura longitudinal (𝜌𝑥 / 𝜌𝑧) e das inclinações das fissuras
𝜃, conforme equações de compatibilidade 2.7.1, 2.7.2 e 2.7.3. Por relação entre os estados de
deformação apresentados, pode-se construir a partir do circulo de Mohr apresentado pela figura
2.29, outras três expressões para identificar a inclinação das fissuras 𝜃 (equação 2.7.4), deforma-
ção principal de tração 𝜀1 (2.7.5), e a deformação de cisalhamento 𝛾𝑥𝑧 (2.7.6) respectivamente.
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Figura 2.29: Condição de Compatibilidade para a alma fissurada da viga – Analogia de Mohr
Estado de Equilíbrio de Tensões Médias
𝑓𝑥 = 𝜌𝑥𝑓𝑠𝑥 + 𝑓1 − 𝜈 cot 𝜃 (2.7.1)
𝑓𝑧 = 𝜌𝑧𝑓𝑠𝑧 + 𝑓1 − 𝜈 cot 𝜃 (2.7.2)
𝜈 = (𝑓1 + 𝑓2)tan 𝜃 + tan 𝜃 (2.7.3)
Relação entre Deformações
tan2 𝜃 = 𝜀𝑥 + 𝜀2
𝜀𝑧 + 𝜀2
(2.7.4)
𝜀1 = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑧 + 𝜀2 (2.7.5)
𝛾𝑥𝑧 = 2 (𝜀𝑥 + 𝜀2) · cot 𝜃 (2.7.6)
Na investigação do comportamento do concreto, estudos com painéis de cisalhamento
puro realizados por Vecchio & Collins (1986), identificaram relações para a compressão 𝑓2 e
tração 𝑓1 principal do concreto, através da função entre as deformações principais impostas 𝜀1,
𝜀2, e a deformação máxima do concreto 𝜀′𝑐 conforme as equações 2.7.7 e 2.7.8:
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𝑓1 =
0, 33
√︁
𝑓 ′𝑐
(1 +
√︁
500𝜀1)
(2.7.7)
𝑓2 =
𝑓 ′𝑐
(0, 8 + 170𝜀1)
⎡⎣2𝜀2
𝜀′𝑐
−
(︃
𝜀2
𝜀′𝑐
)︃2⎤⎦ (2.7.8)
Em que o modelo resistente ao cisalhamento do painel sujeito ao cisalhamento puro
passa a ser construído a partir da influência do concreto 𝜈𝑐 e do aço 𝜈𝑠 através da expressão
2.7.9:
𝜈 = 𝜈𝑐 + 𝜈𝑠 = 𝑓1𝑐𝑜𝑡𝜃 + 𝜌𝑧𝑓𝑦𝑐𝑜𝑡𝜃 (2.7.9)
Podendo ser simplificada por 2.7.10:
𝜈 = 𝜈𝑐 + 𝜈𝑠 = 𝛽 cot 𝜃 + 𝜌𝑧𝑓𝑦𝑐𝑜𝑡𝜃 (2.7.10)
Com o valor de 𝛽 descrito pela equação 2.7.11:
𝛽 = 0, 33 cot 𝜃1 +
√
500𝜀1
(2.7.11)
Para relacionar ainda a influência da espessura da fissura w no cálculo e do diâmetro
do agregado no cálculo, Vecchio & Collins (1986) concluíram que nos modelos de painéis sob
cisalhamento puro, a tensão atuante na linha da fissura 𝜈𝑐𝑖 pode ser obtida através da equação
2.7.12:
𝜈𝑐𝑖 ≤
0, 18
√︁
𝑓 ′𝑐
0, 31 + 24𝑤
𝑎𝑔 + 16
(2.7.12)
Nos termos do cálculo, a espessura da fissura w poderá ser calculada como o produto
do espaçamento das fissuras 𝑠𝜃 e a deformação principal 𝜀1 (equação 2.7.13):
𝑤 = 𝑠𝜃𝜀1 (2.7.13)
Em que:
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𝑠𝜃 =
1(︃
𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑠𝑥
+ 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑧
)︃ (2.7.14)
Com os termos 𝑠𝑥 e 𝑠𝑧 correspondentes ao parâmetro de controle de fissuras nas
direções x e z respectivamente. Por simplificação, 𝑠𝑥 pode ser tomado como a distância entre
as barras longitudinais do elemento estrutural (0,9d), atendendo ao limite de 0,72 h conforme
a equação 2.7.15, enquanto que 𝑠𝑧 refere-se a distância entre os estribos verticais do elemento
estrutural.
𝑠𝑥 =
⎧⎨⎩ 0, 9𝑑0, 72ℎ (2.7.15)
A partir da equação 2.7.10, entende-se que no elemento ausente de armaduras trans-
versais, a resistência ao cisalhamento a partir do engrenamento dos agregados deve ser satisfeita
por valores de 𝛽
√︁
𝑓 ′𝑐, que representadas pela equação 2.7.12, fazem com que 𝛽 tenha que ser
satisfeito pela equação 2.7.16:
𝛽 ≤ 0, 180, 31 + 24𝑤 (𝑎𝑔 + 16) (2.7.16)
Que para elementos sem armaduras transversais, tenham 𝑠𝜃 = 𝑠𝑥/𝑠𝑒𝑛𝜃 e a equação
2.7.16 possa ser expressa por 2.7.17:
𝛽 ≤ 0, 18
0, 31 +
(︂0, 686𝑠𝑥𝑒𝜖1
𝑠𝑒𝑛𝜃
)︂ (2.7.17)
Onde criou-se o termo de parâmetro de espaçamento de fissuras, 𝑠𝑥𝑒, traduzido pela
equação 2.7.18:
𝑠𝑥𝑒 =
35𝑠𝑥
𝑎𝑔 + 16
(2.7.18)
Por simplificação e aplicabilidade prática, os termos da deformação longitudinal do
elemento 𝜖𝑥 e o parâmetro de espaçamento de fissuras 𝑠𝑥𝑒, puderam então ser diretamente rela-
cionados através de 𝛽 na capacidade do concreto em resistir ao cisalhamento, fenômeno que os
autores referem-se como strain effect factor, e size effect factor, representados, respectivamente,
pelos dois termos do produto da equação 2.7.19:
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𝛽 = 0, 41 + 1500𝜖𝑥
· 13001000 + 𝑠𝑥𝑒 (2.7.19)
Com o valor do termo 𝜖𝑥 representado pela equação 2.7.20:
𝜖𝑥 =
𝑀𝑢/𝑑𝑣 + 𝑉𝑢
2 (𝐸𝑠𝐴𝑠)
(2.7.20)
Com:
𝑀𝑢 - Momento último;
𝑑𝑣 - Altura efetiva ao cisalhamento, sendo o maior valor entre 0, 9𝑑 e 0, 72ℎ;
𝑉𝑢 -Força cortante última;
𝐸𝑠 -Módulo de elasticidade da armadura longitudinal;
𝐴𝑠 -Área de armadura longitudinal;
A partir destes mesmos termos, pode-se ainda estimar a inclinação da fissura através
da equação 2.7.21:
𝜃 = (29𝑜 + 7000𝜖𝑥) ·
(︂
0, 88 + 𝑠𝑥𝑒2500
)︂
≤ 75𝑜 (2.7.21)
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2.8 Abordagem das Normas Técnicas no Cálculo do Cisalhamento em
Vigas de Concreto Armado
Conforme previamente apresentado, desde a década de 1890, estudos iniciais elabo-
rados por Ritter (1899) e posteriormente complementados por Mörsch (1902), formulavam o
mecanismo resistente de elementos longitudinais de concreto armado a partir da distinção de
inúmeros estados de tensões atuantes em vigas de concreto armado carregadas, metodologia
conhecida como Treliça Clássica de Ritter & Mörsch. Algumas normativas nacionais e interna-
cionais, como é o caso da ABNT NBR 6118:2014 e o ACI 318:2014, referem-se ao dimensio-
namento de elementos estruturais a partir da garantia, sob inúmeros estados de carregamento,
que as condições de equilíbrio da analogia de treliça sejam respeitadas e apresentem resistên-
cias superiores a seus estados de solicitações, evitando assim a ruptura do elemento estrutural.
Em uma abordagem mais recente, Vecchio & Collins (1986) propuseram a distinta metodologia
da Teoria dos Campo de Compressão Modificado (MCFT), que estabelece diferentemente da
analogia de treliça, o equilíbrio estrutural a partir de relações entre as tensões axiais e tensões
de cisalhamentos aplicadas a um elemento de membrana. Alguns códigos normativos, como a
norma canadense CSA A.23.3:2014 e o CEB/FIP Model Code 2010, utilizam os fundamen-
tos deste método para estimar a capacidade resistente referentes aos mecanismos internos do
concreto.
Neste tópico serão apresentadas as prescrições de cálculo da resistência ao cisalha-
mento de vigas de concreto armado, segundo os critérios do MCFT, ACI 318:2014, ABNT
NBR6118:2014, CEB/FIP Model Code 2010, e CSA A.23.3:2014. Para todos as abordagens,
na inexistência de armadura transversal, as parcelas de força cortante resistente pela armadura
transversal terão seu valor nulo. Para embasamento das análises numéricas objeto deste traba-
lho, por não apresentarem armadura transversal, não serão abordados neste tópico os métodos
de cálculo e verificação de estribos ou demais armaduras para o cisalhamento.
2.8.1 ACI 318:2014
Para plena abrangência das condições de segurança de elementos estruturais, a veri-
ficação do ACI é condicionada ao emprego de um fator de majoração das cargas aplicadas, igual
ou inferior a resistência da estrutura, que deve ser minorada por um fator de segurança. Desta
forma, a condição de segurança da estrutura deve ser considerada para todas as combinações
de carregamentos, devendo satisfazer a seguinte expressão 2.8.1:
Φ𝑉𝑛 ≥ 𝑉𝑢 (2.8.1)
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Com:
𝑉𝑛 – Limite Resistente não fatorado de Força Cortante, em N;
𝑉𝑢 – Solicitação atuante majorada, em N;
Para o cisalhamento, o fator de redução da resistência deve ser de Φ =0,75.
A força cortante resistente, 𝑉𝑛, deverá ser calculada pela somatória da parcela re-
sistente a partir de mecanismos complementares do concreto, 𝑉𝑐, conjuntamente pela presença
de armaduras transversais, 𝑉𝑠, conforme a equação 2.8.2:
𝑉𝑛 = 𝑉𝑐 + 𝑉𝑠 (2.8.2)
No caso da inexistência de armaduras transversais, o termo 𝑉𝑠 deve ter seu valor
nulo, desde que a condição 𝑉𝑢 < 0.5Φ𝑉𝑐 seja respeitada. Caso esta condição não seja atendida,
o uso de armadura transversal é obrigatório.
Para elementos sem protensão, a parcela resistente a partir de mecanismos internos
do concreto podem ser calculados por:
𝑉𝑐 = 0, 17𝜆
√︁
𝑓 ′𝑐𝑏𝑤𝑑 (2.8.3)
Em que:
𝑑 – Altura útil da seção, em metros;
𝑏𝑤 – Largura da seção, em metros;
𝑓 ′𝑐 – Resistência característica do concreto, em MPa;
𝜆 - Coeficiente de redução das propriedades mecânicas do concreto, a partir de sua densidade
e tipo de agregado;
Ainda que esta expressão apresente resultados satisfatórios e a favor da segurança,
segundo o ACI 318:2014, é possível calcular a parcela de contribuição do concreto para resistir
ao cisalhamento também segundo três formulações mais detalhadas, nas quais relacionam não
somente as características de resistência a tração do concreto 𝜆
√︁
𝑓 ′𝑐 , mas também a taxa de
armadura longitudinal 𝜌𝑤 = 𝐴𝑠/𝑏𝑤𝑑 e a relação 𝑉𝑢𝑑/𝑀𝑢:
𝑉𝑐 =
(︃
0, 16𝜆
√︁
𝑓 ′𝑐 + 17𝜌𝑤
𝑉𝑢𝑑
𝑀𝑢
)︃
𝑏𝑤𝑑 (2.8.4)
Com:
𝐴𝑠 – Área de armadura longitudinal;
69
𝑉𝑢 – Força cortante de cálculo, em N;
𝑀𝑢 – Momento fletor de cálculo, em N.m;
Como critério complementar, são ainda estimados que, na previsão da parcela re-
sistente do concreto, o valor de 𝑉𝑐 deve necessariamente limitar-se conforme os limites das
equações 2.8.5 e 2.8.6:
𝑉𝑐 ≤
(︂
0, 16𝜆
√︁
𝑓 ′𝑐 + 17𝜌𝑤
)︂
𝑏𝑤𝑑 (2.8.5)
𝑉𝑐 ≤ 0, 29𝜆
√︁
𝑓 ′𝑐𝑏𝑤𝑑 (2.8.6)
O valor do coeficiente de redução da resistência 𝜆, pode ser obtido através de dois
procedimentos usuais: O primeiro deles, é a obtenção de valores arbitrários através do tipo de
concreto e sua composição de agregados (tabela 2.7), o segundo, através de resultados experi-
mentais obtidos em laboratórios para os valores da resistência a tração através de compressão
diametral do cilindro de testes 𝑓𝑐𝑡 em MPa, e a resistência a compressão média, 𝑓𝑐𝑚 , em MPa
(equação 2.8.7):
Tabela 2.7: Relação entre o tipo de Concreto para a obtenção do fator 𝜆. Adaptado do ACI
318:2014
Tipo Composição de Agregados 𝜆
Concreto Leve - Todos Miúdo: ASTM C330M,Graúdo: ASTM C330M 0.75
Concreto Leve - Mistura Fina Miúdo: ASTM C330M e C33M,Graúdo: ASTM C330M 0.75 até 0.85
Concreto Leve - com Areia Miúdo: ASTM C33M,Graúdo: ASTM C330M 0.85
Concreto Leve - com Areia ,
Mistura Grossa
Miúdo: ASTM C33M,
Graúdo: ASTM C330M e C33M 0.85 até 1
Concreto Normal Miúdo: ASTM C33M,Graúdo: ASTM C33M 1
𝜆 = 𝑓𝑐𝑡0, 56
√
𝑓𝑐𝑚
≤ 1, 0 (2.8.7)
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2.8.2 ABNT NBR 6118:2014
Em equivalência as normas internacionais, a norma brasileira ABNT NBR 6118:2014
prevê que a condição de segurança de vigas de concreto armado sujeitas a força cortante seja
usualmente garantida pelo valor de cálculo de força cortante resistente 𝑉𝑅𝑑, necessariamente
superior ao valor de cálculo das solicitações 𝑉𝑆𝑑, conforme as equações 2.8.8 e 2.8.9.
Admite-se que a resistência de um determinado elemento, em qualquer ponto da
seção, seja assegurada quando respeitadas simultaneamente duas distintas condições:
𝑉𝑆𝑑 ≤ 𝑉𝑅𝑑2 (2.8.8)
𝑉𝑆𝑑 ≤ 𝑉𝑅𝑑3 (2.8.9)
No qual:
𝑉𝑠𝑑 – Força Cortante solicitante de cálculo, valor obtido pela majoração da somatória das ações
através de um coeficiente de segurança 𝛾𝑓 ;
𝑉𝑅𝑑2 – Força cortante resistente de cálculo referente à ruína por compressão das diagonais de
concreto;
𝑉𝑅𝑑3 – Força cortante resistente de cálculo relacionada à ruína por tração diagonal das distribui-
ções internas de tensões de vigas sujeitas a flexão. Este valor estará relacionado a somatória de
duas contribuições distintas, sendo 𝑉𝑐 a parcela correspondente a mecanismos complementares
ao modelo clássico de treliça, e 𝑉𝑠𝑤 a parcela resistida pela armadura transversal.
Nestas condições, são previstos dois modelos de cálculo para obtenção dos valores
resistentes, variando entre sí a condição de inclinação da biela para aceitação da segurança
estrutural:
Modelo de Cálculo I
No primeiro modelo teórico, admitem-se para as bielas de compressão inclinações
fixas em 45∘ em relação ao eixo longitudinal do elemento estrutural, considerando ainda um
valor constante da parcela de contribuição de 𝑉𝑐 na resistência da seção, sendo:
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𝑉𝑅𝑑2 = 0, 27𝛼𝜈2𝑓𝑐𝑑𝑏𝑤𝑑 (2.8.10)
𝑉𝑅𝑑3 = 𝑉𝑐 + 𝑉𝑠𝑤 (2.8.11)
𝛼𝜈2 =
(︃
1− 𝑓𝑐𝑘250
)︃
(2.8.12)
Modelo de Cálculo II
No segundo modelo de cálculo, as inclinações das bielas de compressão serão flexi-
bilizadas, tomando sua inclinação 𝜃 livremente variada entre 30∘ ≤ 𝜃 ≤ 45∘, estando a ruína de
compressão das diagonais comprimidas determinadas por:
𝑉𝑅𝑑2 = 0, 54𝛼𝜈2𝑓𝑐𝑑𝑏𝑤𝑑 (cot𝛼 + cot 𝜃) (2.8.13)
Mantendo-se para a ruína por tração diagonal a mesmas equações do modelo I.
Sendo:
𝛼 - inclinação das armaduras transversais com relação ao eixo longitudinal do elemento estru-
tural;
Contribuição do Concreto para a Resistência ao Cisalhamento
Os valores da parcela resistente ao cisalhamento através de mecanismos internos
do concreto serão variados a partir da condição de carregamentos nos quais as vigas estarão
sujeitas. De acordo com o modelo de cálculo utilizado, algumas diferenciações na metodologia
serão empregadas, onde:
Modelo I - Inclinação da biela 𝜃 = 45∘
Adota-se:
𝑉𝑐 = 0 - Nos elementos tracionados, em que a linha neutra se localiza fora da seção;
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𝑉𝑐 = 𝑉𝑐0 - Em casos de flexão simples e flexo-tração com a linha neutra localizada na região
interna da seção;
- Para a Flexo-compressão:
𝑉𝑐 = 𝑉𝑐0
(︃
1 + 𝑀𝑜
𝑀𝑆𝑑,𝑚𝑎𝑥
)︃
≤ 2𝑉𝑐0 (2.8.14)
Com:
𝑉𝑐0 = 0, 6𝑓𝑐𝑡𝑑𝑏𝑤𝑑 (2.8.15)
𝑓𝑐𝑡𝑑 =
𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑖𝑛𝑓
𝛾𝑐
(2.8.16)
𝑀𝑆𝑑,𝑚𝑎𝑥 - Momento Fletor de cálculo máximo no trecho em análise;
𝑀𝑜 - Momento fletor que produz a descompressão da seção onde atua𝑀𝑆𝑑,𝑚𝑎𝑥, ocasionado pela
presença de força normal atuando simultaneamente com a força cortante considerada.
Modelo II - Inclinação da biela 60∘ ≤ 𝜃 ≤ 60∘
Adota-se:
𝑉𝑐 = 0 - Nos elementos tracionados, em que a linha neutra se localiza fora da seção;
𝑉𝑐 = 𝑉𝑐1 - Em casos de flexão simples e flexo-tração com a linha neutra localizada na região
interna da seção;
𝑉𝑐1 = 𝑉𝑐0 – Quando 𝑉𝑆𝑑 ≤ 𝑉𝑐0
𝑉𝑐1 = 0 – Quando 𝑉𝑆𝑑 = 𝑉𝑅𝑑2, interpolando linearmente para obtenção de valores intermediá-
rios.
- Para a Flexo-compressão:
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𝑉𝑐 = 𝑉𝑐0
(︃
1 + 𝑀𝑜
𝑀𝑆𝑑,𝑚𝑎𝑥
)︃
≤ 2𝑉𝑐0 (2.8.17)
2.8.3 CEB/FIP Model Code:2010
A norma CEB/FIP Model Code:2010 compreende, assim como o ACI 318:2014 e
a ABNT NBR 6118:2014, um conjunto de formulações que viabilizam ao engenheiro sua ori-
entação e fundamentos para a elaboração dos projetos estruturais. Contudo, um dos pontos
positivos da CEB/FIP Model Code:2010 é relacionado à flexibilidade de precisões ao qual po-
dem ser aplicadas para obter resultados mais exatos, como por exemplo para a verificação de
estruturas existentes. Esta característica faz com que as equações sejam tratadas diferente-
mente, de acordo com as complexidade dos cálculos, quantidades de variáveis e simplificações.
Ao todo, o CEB/FIP Model Code:2010 descreve 4 níveis de aproximimação (LoA – Level of
Approximation) devendo cada um destes ser indicado para diferentes usos:
A classificação geral para as aplicações são:
Nível 1 – Concepção estrutural ou dimensionamento de uma nova estrutura;
Nível 2 – Detalhamento de uma estrutura ou cálculos de verificação;
Nível 3 – Verificação detalhada de um elemento estrutural. Neste critério de verificação, é dispo-
nibilizado a possibilidade de verificar a contribuição do concreto na resistência ao cisalhamento.
Nivel 4 – Análise numérica com não linearidade física e geométrica.
A condição de segurança elementar segue as mesmas prerrogativas dos outros códi-
gos, com a parcela de solicitação majorada, 𝑉𝐸𝑑 necessariamente inferior à resistência minorada,
𝑉𝑅𝑑. Como condição adicional, a verificação deve ainda respeitar um limite máximo resistente
𝑉𝑅𝑑,𝑚𝑎𝑥, conforme detalhado pela relação abaixo:
𝑉𝐸𝑑 ≤ 𝑉𝑅𝑑 = 𝑉𝑅𝑑,𝑐 + 𝑉𝑅𝑑,𝑠 ≤ 𝑉𝑅𝑑,𝑚𝑎𝑥 (2.8.18)
Em que:
𝑉𝑅𝑑,𝑐 – Resistência ao cisalhamento devido a contribuição dos mecanismos internos do concreto;
𝑉𝑅𝑑,𝑠 – Resistência ao cisalhamento provida pela armadura transversal.
Desta forma, o limite de cisalhamento correspondente ao esmagamento do concreto
é estabelecido por:
74
𝑉𝑅𝑑,𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑐
𝑓𝑐𝑘
𝛾𝑐
𝑏𝑤0, 9𝑑
cot 𝜃 + cot𝛼
1 + cot2 𝜃 (2.8.19)
Sendo:
𝜃 – Ângulo da biela comprimida em relação ao eixo da armadura longitudinal;
𝛼 – Ângulo do estribo em relação ao eixo da armadura longitudinal;
𝑓𝑐𝑘 – Resistência característica do concreto, em MPa;
𝛾𝑐 – Fator de segurança para minoração da resistência característica;
𝑘𝑐 – Fator de redução da resistência do concreto, levando em conta o efeito do concreto fissu-
rado, sendo para os níveis 1, 2 e 3 de aproximação estabelecidos por:
• Nível 1
𝑘𝑐 = 0, 5
(︃
30
𝑓𝑐𝑘
)︃1/3
≤ 0, 5 (2.8.20)
Para 𝜃 = 36∘
• Nível 2
𝑘𝑐 = 0, 55
(︃
30
𝑓𝑐𝑘
)︃1/3
≤ 0, 55 (2.8.21)
Para 𝜃 = 20∘ + 104𝜀𝑥 ≤ 𝜃 ≤ 45∘
• Nível 3
𝑘𝑐 = 0, 55
(︃
30
𝑓𝑐𝑘
)︃1/3
≤ 0, 55 (2.8.22)
𝜃 = 29∘ + 7000𝜀𝑥 (2.8.23)
Com:
𝜀𝑥 =
𝑀𝐸𝑑/𝑧 + 𝑉𝐸𝑑 + 0, 5𝑁𝐸𝑑 − 𝐴𝑝𝑓𝑝𝑜
2 (𝐸𝑠𝐴𝑠 + 𝐸𝑝 + 𝐴𝑝)
(2.8.24)
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Sendo:
𝜀𝑥 - Deformação axial medida no meio da altura útil (d/2);
𝑧 - 0,9 d ;
𝑉𝐸𝑑 - Força Cortante solicitante Majorada;
𝑀𝐸𝑑 - Momento Fletor Majorado;
𝑁𝐸𝑑 - Força Axial Majorada (quando houver);
𝐴𝑝 - Área do cabo de proteção (quando houver);
𝑓𝑝𝑜 - Resistência do cabo de proteção (quando houver);
𝐸𝑝 - Módulo de elasticidade do cabo de protensão (quando houver);
Contribuição do Concreto para a Resistência ao Cisalhamento
No caso de modelos de cisalhamento em que deseja-se levar em conta os mecanismos inter-
nos do concreto na contribuição na resistência ao cisalhamento, a seguinte equação deve ser
considerada:
𝑉𝑅𝑑,𝑐 = 𝑘𝑣
√
𝑓𝑐𝑘
𝛾𝑐
0, 9𝑑𝑏𝑤 (2.8.25)
Com:
𝑘𝑣 - Coeficiente que traduz a contribuição do concreto à resistência ao cisalhamento, sendo para
os níveis 1, 2 e 3 de aproximação estabelecidos por:
• Nível 1
𝑘𝑣 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
200
(1000 + 1, 3𝑧) ≤ 0, 15→ 𝑠𝑒𝜌𝑤 = 0
= 0, 15→ 𝑠𝑒𝜌𝑤 ≥ 0.08
√
𝑓𝑐𝑘
𝑓𝑦𝑘
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (2.8.26)
• Nível 2
𝑘𝑣 = 0 e 𝑉𝑅𝑑,𝑐 = 0
• Nível 3
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𝑘𝑣 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 4
(1 + 1500 · 𝜀𝑥) ·
1300
(1000 + 0, 7 · 𝑘𝑑𝑔 · 𝑧) ≤ 0, 15→ 𝜌𝑤 = 0
= 0, 4(1 + 1500 · 𝜀𝑥) → 𝜌𝑤 ≥
0, 08 · √𝑓𝑐𝑘
𝑓𝑦𝑘
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (2.8.27)
𝑘𝑑𝑔 =
48
16 + 𝑑𝑔
≥ 1, 15 (2.8.28)
Com:
𝑑𝑔 - Diâmetro do Agregado;
𝑧 - Distância entre os banzos comprimidos e tracionados do modelo de viga;
2.8.4 CSA A.23.3:2014
De modo análogo ao restante das normativas nacionais e internacionais, a norma
canadense estabelece a condição de segurança ao cisalhamento pela garantia de que a força
cortante solicitante e majorada nunca exceda os valores resistentes proporcionados por meca-
nismos internos do concreto e armadura transversal, conforme a equação 2.8.29:
𝑉𝑟 ≥ 𝑉𝑓 (2.8.29)
Com:
𝑉𝑟 - Resistência a força cortante minorada;
𝑉𝑓 - Força cortante solicitante majorada;
Em elementos lineares com ausência de protensão, a parcela resistente da força cor-
tante pode ser constituída a partir de da somatória da influência do concreto por mecanismos
internos 𝑉𝑐, conjuntamente com a resistência proporcionada pela armadura transversal 𝑉𝑠, atra-
vés da equação 2.8.30:
𝑉𝑟 = 𝑉𝑐 + 𝑉𝑠 (2.8.30)
A partir da teoria dos campo de compressão modificado elaborada por Vecchio
& Collins em 1986, a norma canadense apresenta a verificação da condição de segurança ao
cisalhamento através do produto entre o fator de retenção ao cisalhamento 𝛽 apresentado pelo
MCFT, e a raiz da resistência característica do concreto,
√︁
𝑓 ′𝑐. A força cortante resistente pode
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então ser obtida pelas multiplicação do produto de 𝛽
√︁
𝑓 ′𝑐 e as propriedades da seção transversal
como largura 𝑏𝑤 e altura efetiva ao cisalhamento 𝑑𝑣, minorados por parâmetros referentes a
condições de mistura do concreto 𝜆, e um fator de redução da resistência 𝜑𝑐:
𝑉𝑐 = 𝜑𝑐 · 𝜆 · 𝛽 ·
√︁
𝑓 ′𝑐 · 𝑏𝑤 · 𝑑 (2.8.31)
Em que a altura efetiva ao cisalhamento, 𝑑𝑣, pode ser tomada como o maior valor
entre 0,9 d e 0,72 h.
Para a obtenção do termo 𝛽 da equação 2.8.31, a proposta do CSA.A.23.3 2014
propoe a utilização de diferentes valores de 𝛽, de acordo com a sua aplicabilidade:
• Para vigas em que as armaduras longitudinais apresentam tensões menores
do que 𝑓𝑦 = 400𝑀𝑃𝑎:
Vigas com armadura transversal mínima:
𝛽 = 0, 18
Vigas sem armadura transversal, com agregados de 𝑎𝑔 ≥ 20𝑚𝑚:
𝛽 = 2301000 + 𝑑𝑣
(2.8.32)
Vigas sem armadura transversal, com agregados de 𝑎𝑔 < 20𝑚𝑚:
𝛽 = 2301000 + 𝑆𝑧𝑒
(2.8.33)
• Para vigas em que as armaduras longitudinais apresentam tensões maiores do
que 𝑓𝑦 = 400𝑀𝑃𝑎:
O termo 𝛽 refere-se ao procedimento de cálculo proposto pelo MCFT, conforme equa-
ção 2.7.19, exceto pela atribuição do termo 𝑆𝑥𝑒, aqui substituído por 𝑆𝑧𝑒 nas seguintes
condições:
Para vigas com armadura transversal mínima:
𝑆𝑧𝑒 = 300
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Para vigas sem armadura transversal:
𝑆𝑧𝑒 =
35
15 + 𝑎𝑔
· 𝑆𝑧 ≥ 0, 85 · 𝑆𝑧 (2.8.34)
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Capítulo 3
ANÁLISE NUMÉRICA NÃO LINEAR DE VIGAS DE
CONCRETO ARMADO
Neste capítulo, são apresentados os critérios e premissas adotadas no processo de
modelagem numérica das vigas de concreto armado objeto deste trabalho, identificando os
principais processos de representação numérica do concreto em análises numéricas, critérios de
solução, procedimentos de cálculo e parametrizações adotadas.
3.1 Considerações Iniciais
Para compreensão dos parâmetros que influenciam na resistência ao cisalhamento
de vigas de concreto armado, neste capítulo apresentam-se os fundamentos teóricos e proprie-
dades mecânicas que viabilizam a representação numérica da ruptura frágil por cisalhamento
de vigas de concreto, através de métodos numéricos computacionais. Neste trabalho, o uso
do programa DIANA – Versão 9.4.4 é utilizado para formular os fenômenos não lineares de
fraturamento do concreto armado. Trata-se de um software desenvolvido em 1972 pela Delft
University of Technology da Holanda para a análise não linear de elementos estruturais. Para
simular o comportamento físico do concreto armado, diversas noções de descontinuidade dos
materiais foram introduzidas nos métodos de elementos finitos para representar a formação da
fissura, e consequentemente, reproduzir os efeitos físicos do concreto armado. Os métodos mais
comumente conduzidos são os modelos de fissuração discreta e fissuração distribuida.
Neste trabalho, a influência dos parâmetros que constituem o mecanismo resistente
ao cisalhamento do concreto é obtida a partir dos resultados numéricos analisados no DIANA,
em que a partir da comparação com os resultados experimentais, é capaz de descrever a inten-
sidade de cisalhamento transferida a partir da zona comprimida, engrenamento dos agregados
e efeito pino para cada tipo de viga em análise.
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3.2 O Método dos Elementos Finitos
Conhecida como uma das mais eficientes estratégias de simulação do comportamento
físico dos materiais, o MEF consiste em um procedimento matemático para derivar o problema
global em inúmeras análises parciais - os elementos finitos, viabilizando a obtenção de resul-
tados aproximados para inúmeros problemas de engenharia. Sua solução é determinada pela
subdivisão de inúmeros domínios parciais interagindo entre si através de condições de contorno
em comum e conhecidas, conforme a figura 3.1:
Elemento Finito
Nó de contorno
do elemento  finito
Contorno global da
estrutura
Elemento finito
de barra
Elemento de Viga
Figura 3.1: Distribuição típica de elementos finitos em elementos estruturais. Adaptado de Yang
(2014)
No método dos elementos finitos, ao invés de encontrar a solução do comportamento
global através de um único procedimento numérico, as equações constitutivas que regem o sis-
tema são solucionadas em partes, para somente então serem agregadas ao global da análise.
Desta forma, em cada um dos elementos finitos 𝑖 do problema, um funcional ∏︀ é constituído
para a solução local, e então somado com os demais elementos do sistema para todo o domínio
(ASSAN, 2003):
∏︁
=
𝑛∑︁
𝑖=1
Π𝑖 (3.2.1)
Para a obtenção do conjunto solução do problema, são ainda consideradas certas
leis de variação pré-estabelecidas dos elementos finitos, chamadas de funções de interpolação
ou funções de forma, representadas pela equação 3.2.2:
𝜈 =
𝑗=1∑︁
𝑚
𝑎𝑗 · 𝜑𝑗 (3.2.2)
Em que 𝑎𝑗 representa os parâmetros nodais, e 𝜑𝑗 as funções de forma.
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Desta forma, o funcional para todo o domínio, expresso em termos dos parâmetros
nodais, pode ser representado por:
∏︁
(𝑎𝑗) =
𝑛∑︁
𝑖=1
Π𝑖(𝑎𝑗) (3.2.3)
Para representar o conjunto equilíbrio do problema, considera-se a condição de es-
tacionariedade do problema, conforme critério de Rayleight-Ritz, em um sistema de equações
algébricas lineares tendendo a zero, como:
𝛿
∏︁
(𝑎𝑗) =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝛿
∏︁
(𝑎𝑗) =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑚∑︁
𝑗=1
Π𝑖(𝑎𝑗)
𝛿𝑎𝑗
(3.2.4)
Na solução deste sistema de equações algébricas, os parâmetros nodais 𝑎𝑗 podem
então traduzidos como o conjunto solução de deslocamentos, forças internas, ou ambos, depen-
dendo da formulação adicional utilizada pelo sistema de cálculo.
De acordo com Assan (2003), empregando-se o princípio da mínima energia, se a
função aproximadora do problema for expressa em termos de deslocamentos, a solução é obtida
através do denominado método dos deslocamentos. Por outro lado, se a função aproximadora
traduzir os resultados em termos de tensões ou esforços internos, o problema é então solucio-
nado pelo chamado método das forças.
Comumente, a versão padrão do MEF utiliza o método dos deslocamentos para
obtenção do conjunto solução do problema, sendo portanto, a função aproximadora 3.2.3 tra-
duzida em termos do parâmetros de deslocamentos nodais 𝑑𝐼 , assim como a função de forma
𝜑𝑗 tradicionalmente renomeada como 𝑁𝐼 :
𝑢𝑖 =
𝑁𝑛𝑜𝑑∑︁
𝐼=1
𝑑𝐼𝑖 ·𝑁𝐼 (3.2.5)
Traduzindo a condição imposta por 3.2.5 em uma notação matricial, com os parâ-
metros 𝑑𝑗 em um vetor 𝑑 e as funções de forma em uma matriz "𝑁", rescreve-se a notação
como:
𝑢 = 𝑁𝑑 (3.2.6)
Levando em conta um determinado meio em um estado de elasicidade linear, o
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campo de deslocamentos nodais 𝑑𝐼𝑖, pode então ser relacionados com as deformações ocorridas
no meio 𝜀 através da equação básica 3.2.7 de mecânica das estruturas:
𝜀𝑖𝑗 =
1
2
(︃
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+ 𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)︃
(3.2.7)
Que aplicada no sistema matricial de 3.2.8:
𝜀𝑖𝑗 =
1
2
(︃
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
+ 𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖
)︃
= 12
𝑁𝑁𝑜𝑑∑︁
𝐼=1
(︃
𝜕𝑁𝐼
𝜕𝑥𝑗
𝑑𝐼𝑖 +
𝜕𝑁𝐼
𝜕𝑥𝑖
𝑑𝐼𝑗
)︃
(3.2.8)
Gera a notação matricial de 3.2.9:
𝜀 = 𝐵 · 𝑑 (3.2.9)
Que em termos de tensões, relacionam-se com as deformações pela teoria da elasti-
cidade:
𝜎𝑖𝑗 = 𝐷𝑒𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 (3.2.10)
Que da igualdade de 𝜀 entre as equações 3.2.9 e 3.2.10, formam:
𝜎 = 𝐷𝑒 ·𝐵 · 𝑑 (3.2.11)
Com:
𝐵 - Matriz que relaciona o campo de deformações específicas com os deslocamentos nodais do
elemento;
𝐷𝑒 - Matriz de rigidez elástica do material;
Desta condição, obtém-se através da equação 3.2.12 a condição de equilíbrio neces-
sária ao corpo estático, válidas em um domínio volumétrico qualquer:
𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗
+ 𝑏𝑖 = 0 (3.2.12)
Com 𝑏𝑖 sendo o vetor de forças de volume atuando em um ponto qualquer;
Segundo Rosa (2005), as aproximações para os deslocamentos, deformações e tensões
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satisfazem as condições cinemáticas (3.2.7) e constitutivas (3.2.10) de forma eficaz. Contudo,
para a condição estática, a equação diferencial de 3.2.12 não pode ser satisfeita com grande
exatidão em todos os pontos do meio. Desta forma, ao invés da utilização direta deste sistema,
recomenda-se substituir estas equações pelo conceito do Princípio do Trabalho Virtual (PTV).
Neste método, a energia potencial total de um sólido Π(𝑢) , em uma configuração de equilíbrio
estático conservativo, deve ser traduzida como um valor equivalente e nulo entre a somatória
dos esforços internos, conhecida como energia de deformação (strain energy)Π𝑖𝑛𝑡(𝑢), e energia
potencial dos esforços externos Π𝑒𝑥𝑡(𝑢):
Π(𝑢) = Π𝑖𝑛𝑡(𝑢) +Π𝑒𝑥𝑡(𝑢) (3.2.13)
Com:
Π𝑖𝑛𝑡(𝑢) =
∫︁
𝑉
𝛿𝜀 · 𝜎𝑇 · 𝑑𝑉 (3.2.14)
E:
Π𝑒𝑥𝑡(𝑢) = −
∫︁
𝑉
𝛿𝑢 · ?¯?𝑇 · 𝑑𝑉 −
∫︁
𝑆
𝛿𝑢 · 𝑡𝑇 · 𝑑𝑆 (3.2.15)
Em que:
?¯?: Vetor de forças de volume atuando em um ponto qualquer;
𝑡: Vetor de forças de superfície atuando em um ponto qualquer;
Para serem válidas as conduções de equilíbrio impostas pelo ponto estacionário,
devem ser atendidas as condições de mínima energia potencial total, tendo 𝛿Π = 0, o que resta:
∫︁
𝑉
𝛿𝜀 · 𝜎𝑇 · 𝑑𝑉 =
∫︁
𝑉
𝛿𝑢 · ?¯?𝑇 · 𝑑𝑉 +
∫︁
𝑆
𝛿𝑢 · 𝑡𝑇 · 𝑑𝑆 (3.2.16)
Que por vez incluídas as deduções do diferencial de 3.2.6, 3.2.9 :
𝛿𝑢 = 𝑁𝛿 · 𝑑 (3.2.17)
𝛿𝜀 = 𝐵 · 𝛿𝑑 (3.2.18)
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Fazem com que agrupando 3.2.11, 3.2.17 e 3.2.18 em 3.2.16:
∫︁
𝑉
𝑑𝑡 ·𝐵𝑇 ·𝐷𝑇𝑒 ·𝐵 · 𝛿𝑑 · 𝑑𝑉 =
∫︁
𝑆
𝑁 · 𝑡𝑇 · 𝛿𝑑 · 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑉
𝑁 · ?¯?𝑇 · 𝛿𝑑 · 𝑑𝑉 (3.2.19)
Que retirando d e 𝛿𝑑 das integrais, a equação 3.2.19 pode ser reescrita em função
da matriz de rigidez global do sistema 𝐾 e do vetor de forças nodais externas equivalente 𝑓𝑒𝑥𝑡:
𝑑𝑡 ·𝐾𝑇 · 𝛿𝑑 = 𝑓𝑇𝑒𝑥𝑡 · 𝛿𝑑 (3.2.20)
𝐾 =
∫︁
𝑉
𝐵𝑇 ·𝐷𝑒 ·𝐵 · 𝑑𝑉 (3.2.21)
𝑓𝑒𝑥𝑡 =
∫︁
𝑆
𝑁𝑇 · 𝑡 · 𝑑𝑆 +
∫︁
𝑉
𝑁𝑇 · ?¯? · 𝑑𝑉 (3.2.22)
Logo, em problemas de análise linear, o princípio inicial de solução deve ser estabe-
lecido através da equação 3.2.23:
𝐾 · 𝑑 = 𝑓𝑒𝑥𝑡 (3.2.23)
Em que 𝐾 (equação 3.2.21) corresponde à matriz de rigidez global, com 𝑑 sendo um
vetor de deslocamentos e rotações, e 𝑓 correspondente ao vetor de forças nodais externas para
as determinadas condições de liberdade;
3.3 Modelos Numéricos para Representação da Fissura
Desde o aparecimento das primeiras fissuras no concreto armado, o meio elástico
aproximado do concreto passa a sofrer deformações irreversíveis e não lineares, apresentando
uma complexa interação de tensões e deformações entre os diversos materiais constituintes do
seu meio. Nos últimos anos, inúmeras estratégias foram desenvolvidas para representar o com-
portamento não linear do concreto armado, sobretudo com base nos métodos numéricos, tal
como o Método dos Elementos Finitos. Conforme estabelecido na seção anterior, as bases deste
método constituem-se em representar soluções parciais e diferenciais de problemas complexos,
e desta forma, cada elemento que compôem a estrutura apresentará um comportamento cons-
titutivo e condições de contorno específicas, de forma a melhor representar o comportamento
estrutural global (figura 3.2).
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Carga Aplicada
x
y
Elemento estrutural discretizado
Eixos de Referência
Elemento estrutural
ξ
ν
E
ν
E
η
Nó 1 Nó 2
Nó 3Nó 4
ξ
ξ
η
η
u η
u
ξ
u η
u
ξ
u η
u
ξ
u η
u
ξ
Condição de contorno
do elemento
Figura 3.2: Viga semi-discretizada pelo métodos de elementos finitos. Adaptado de Sherwood
(2008) e TNO (2003)
Em meados dos anos 60, Ngo e Scordelis (1967) apresentaram uma primeira es-
tratégia de análise numérica por elementos finitos do concreto armado, representando o meio
fissurado com posições de fissuras pré-estabelecidas por ensaios experimentais. Neste método,
a descontinuidade da malha era representada por nós independentes (figura 3.3.a), que consi-
deravam o efeito da descontinuidade física na resposta mecânica do elemento estrutural. Poste-
riormente, Rashid (1968) apresentou um conceito de representação contínua do meio fissurado
(figura 3.3.b), considerando uma redução no módulo de elasticidade pré-definido para simular
variações na rigidez do elemento.
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Nós
Elemento
FissuraElementos
(a) (b)
Figura 3.3: Modelos de Fissura discreta e distribuída em elementos finitos. Adaptado de Kwak
& Filippou (1997)
As bases destes dois estudos serviram como predecessores de dois principais modelos
numéricos de representação da fissura: O modelo de fissura distribuida "Smeared crack model",
e o modelo de fissuras discretas "Discrete crack model". De acordo com Rosa (2005), nestes
modelos, o fraturamento é definido sobretudo pelo limite de resistência à tração do material,
que ocorrerá em direção perpendicular às tensões de tração do meio. A seguir são apresentados
os principais fundamentos relacionados à estes dois modelos de representação de fissura.
3.3.1 Modelo de Fissuração Discreta
De forma semelhante ao que ocorre na prática ao concreto fissurado, o modelo de
fissura discreta é baseado na condição de descontinuidade da malha de elementos finitos, se-
parando a malha de elementos a medida que as tensões de tração no material excedem sua
capacidade resistente.
De acordo com Rots & Blaauwendraad(1989), nos primeiros modelos representativos
de fissura discreta, esta separação era representada pela divisão nodal das bordas dos elementos,
em uma constante reestruturação da malha de elementos finitos, buscando novas condições de
equilíbrio a medida que os carregamentos avançam. Estas premissas iniciais, contudo, apresen-
tavam diversas instabilidades na resolução dos sistemas numéricos, divergindo com facilidade, e
conduzindo a limitações em sua utilização conceitual. Importantes avanços posteriores condu-
ziram o conceito de fissura discreta à outras formulações práticas, como a implementação dos
elementos de interface incorporados a malha original.
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Nos programas de elementos finitos, este modelo de interface é representado pela
interação de nós, barras ou elementos vizinhos, interagindo os nós ou elementos da interface
através de leis constitutivas que representam o comportamento não linear de deslizamento ou
descolamento entre faces da fissura, conforme a figura 3.4:
u z
y
x
z
1
2
u y
u x
u y
u x
Figura 3.4: Modelos de interface em diferentes tipos de elementos finitos no programa DIANA.
Adaptado de TNO (2003)
Para o concreto armado, os elementos de interface podem ser utilizados em inúmeras
aplicações em que há a interação diferencial entre diferentes superfícies, tal como a aderência de
armadura e concreto, o deslizamento de cabos de protenção, ou o fenômeno de engrenamento
dos agregados na linha da fissura.
Muito embora represente mais realisticamente a condição de fratura do concreto
armado, o uso de modelos de interface requer o conhecimento prévio da posição da fissura,
podendo resultar, caso contrário, em dificuldades numéricas para a reestruturação da malha a
medida que são excedidas as condições resistentes do material em posições desconhecidas. Desta
forma, sua aplicação passou a ser mais indicada a condições específicas de modelagem, em que
a posição definida da interface possa garantir melhores resultados à análises mais precisas.
3.3.2 Modelo de Fissuração Distribuída
No conceito de fissuras distribuídas, a malha de elementos finitos é representada
como um meio contínuo, independentemente do aparecimento de fissuras. O principal argu-
mento deste método, proposto inicialmente por Rashid (1968), refere-se a possibilidade de
reduzir a rigidez do material fraturado (softening) a medida que a fissuração ocorre, garantindo
rotinas numéricas simplificadas, evitando também possíveis limitações dos modelos discretos,
como conhecer previamente a posição da fissura.
Inicialmente, o concreto não fissurado é numericamente representado como um ma-
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terial elástico e isotrópico, que relaciona às tensões 𝜎 atuantes no material diretamente com as
deformações 𝜀𝑒 sofridas no meio, através do módulo de elasticidade 𝐸 e coeficiente de Poisson
𝜈, em que para um estado plano de tensões ou deformações, pode ser estabelecido conforme a
equação 3.3.1:
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑛𝑛
𝜎𝑡𝑡
𝜎𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝐸1− 𝜈2 ·
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1− 𝜈)2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜀𝑛𝑛
𝜀𝑡𝑡
𝛾𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3.1)
Em que:
𝑛, 𝑡 - Referem-se ao sistema de coordenada local do elemento em direção perpendicular e tan-
gencial à fissura, respectivamente.
E a matriz de rigidez da parcela elastica composta por:
𝐷 =
⎡⎢⎢⎢⎣
𝐸𝑛𝑛 𝐸𝑛𝑡 0
𝐸𝑡𝑛 𝐸𝑡𝑡 0
0 0 𝐺𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3.2)
A medida que a fissuração ocorre, a condição isotrópica do material é gradativamente
substituída por um comportamento ortotrópico, em que as condições de ortropia do material
são diretamente determinadas pela direção iniciada pela fissura (Rots & Blaaudraad, 1986).
Nesta abordagem, duas principais categorias são comumente empregadas para representar o
incremento de deformações pela fissura: o Modelo de Decomposição de deformação Decomposed
Strain Model e os modelos de deformações totais Total Strain Model. Nas seções seguintes, são
abordadas os principais critérios e hipóteses de cada um destes métodos.
3.3.2.1 Modelos de Decomposição das Deformações
No modelo de decomposição das deformações, considera-se a decomposição das de-
formações totais 𝜀 em parcelas referentes à deformação elástica do modelo isotrópico não fissu-
rado 𝜀𝑒 somada a uma parcela de deformação pela abertura da fissura 𝜀𝑐𝑟, conforme a equação
3.3.3:
𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑐𝑟 (3.3.3)
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A deformação da fissura 𝜀𝑐𝑟, obtida pela equação (3.3.4), é caracterizada pela perda
da capacidade elástica do material, numericamente representada pela divisão entre a abertura
de fissura (𝑤) e largura de banda da fissura (ℎ), proposta por Baˇzant (1985).
𝜀𝑐𝑟 = 𝑤
ℎ
(3.3.4)
No modelo de decomposição das deformações, o sistema assume que uma vez atingida
a tensão limite em um determinado ponto do elemento, uma fissura se abre perpendicularmente
à direção principal de tensão, desde que o ângulo entre a nova fissura e as fissuras previamente
estabelecidas ultrapasse o ângulo limite, denominado Threhold Angle 𝛼𝑇𝐷, conforme a figura
3.5. Por definição, o modelo de fissuras multi-direcionais fixas assume um valor de 60∘ para o
Threhold Angle. Para ângulos de 0∘, o modelo automaticamente torna-se com fissuras fixas, e
para ângulos de 90∘, a posição da fissura varia continuamente até o fim do cálculo.
1
α
ξ
η
ξ 2
1
η 2
TD
Figura 3.5: Modelo de decomposição de deformações no programa DIANA. Adaptado de TNO
(2003)
3.3.2.2 Modelos de Deformações Totais
O conceito básico do modelo de deformações totais baseia-se na teoria do Campo
de Compressão Modificado de Vecchio & Collins (1986), em que refere-se à reorganização das
tensões principais atuantes no elemento a partir da direção apontada pelas fissuras. Neste mo-
delo, as deformações são analisadas com relação às direções perpendiculares de fissuras abertas
em iterações anteriores. O incremento das deformações Δ𝜀𝑡+Δ𝑡𝑖+1 é adicionado a cada iteração ao
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vetor de deformações no sistema de coordenadas global através da seguinte expressão:
𝜀𝑡+Δ𝑡𝑥𝑦 = 𝜀𝑡𝑥𝑦 +Δ𝜀𝑡+Δ𝑡𝑥𝑦 (3.3.5)
No qual pode ser transformada ao sistema de eixos locais ao plano da fissura, n e t,
através da matriz de transformação T:
𝜀𝑡+Δ𝑡𝑛𝑡 = 𝑇𝜀 +Δ𝜀𝑡+Δ𝑡𝑥𝑦 (3.3.6)
E de forma análoga, as tensões locais também podem ser relacionadas com as tensões
no sistema de coordenadas globais através da equação 3.3.7:
𝜎𝑡+Δ𝑡𝑛𝑡 = 𝑇𝜎 +Δ𝜎𝑡+Δ𝑡𝑥𝑦 (3.3.7)
Em que 𝑇 representa a matriz de transformação entre os sistemas locais e globais.
Do modelo de deformações totais, dois principais métodos de representação de fissura
são então comumente utilizados: O método de fissuras fixas, e o método de fissuras rotacionais.
3.3.2.3 Modelos de Deformações Totais - Fissura Fixa
De acordo com Maekawa & Okamura (2003), na hipótese fixa, uma fissura é parali-
sada em sua posição inicial no momento em que é criada, permanecendo na mesma orientação
até o fim do processamento.
Desta forma, as matrizes de transformação 𝑇𝜎 e 𝑇𝜀 definem-se por um ângulo fixo
de 𝜃 a partir do momento em que a fissura é criada:
𝑇𝜎,𝜀 =
⎡⎢⎢⎢⎣
cos2 𝜃 sin2 𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃
sin2 𝜃 cos2 𝜃 − sin 𝜃 cos 𝜃
−2 sin 𝜃 cos 𝜃 2 sin 𝜃 cos 𝜃 cos2 𝜃 sin2 𝜃
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3.8)
Pode-se então estabelecer uma relação constitutiva entre tensões e deformações atu-
antes no meio, de forma similar à análise elástica:
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⎡⎢⎢⎢⎣
𝜎𝑛𝑛
𝜎𝑡𝑡
𝜎𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
𝐸𝑛𝑛 𝐸𝑛𝑡 0
𝐸𝑡𝑛 𝐸𝑡𝑡 0
0 0 𝐺𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ ·
⎡⎢⎢⎢⎣
𝜀𝑛𝑛
𝜀𝑡𝑡
𝛾𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3.9)
Com a matriz de transformação T definida pela rotação entre o sistema global de
coordenadas (x,y) e local (n,t). Dado um ângulo de fissura 𝜃.
De forma similar à parcela elástica (equação 3.3.9), a matriz de rigidez do elemento
𝐷𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡, pode ser entendida por 4 principais sub-matrizes através da equação 3.3.10, com:
𝐷𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡 =
⎡⎣𝐷𝑛𝑛 𝐷𝑛𝜃
𝐷𝜃𝑛 𝐷𝜃𝜃
⎤⎦ (3.3.10)
Em que 𝐷𝑛𝑛 refere-se à matriz de rigidez da componente normal da deformação
local, 𝐷𝜃𝜃 a matriz de rigidez do cisalhamento, e 𝐷𝑛𝜃, 𝐷𝜃𝑛 às submatrizes que representam o
acoplamento das deformações normais e tangenciais de cisalhamento.
Para a análise não linear, a perda de rigidez do elemento estrutural estará então
sujeita à diferentes tipos de fratura, que influenciam diretamente nas propriedades constitutivas
de cada uma destas matrizes de rigidez. Em mecânica da fratura, a ruptura pela tensão normal
(Modo I) e tensão de cisalhamento (Modo II) referem-se respectivamente às componentes 𝐷𝑛𝑛
e 𝐷𝜃𝜃, conforme a figura 3.6:
Modo I Modo II
Figura 3.6: Modos I e II de fratura no concreto armado. Adaptado do ACI 318 (1999)
Uma das principais vantagens do modelo fixo é a representação mais aproximada
de um dos principais fundamentos da fratura do concreto armado: a anisotropia do material.
Este fenômeno é representado no modelo fixo pela presença de propriedades diferenciadas para
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tensões normais e cisalhamento, variando independentemente as tensões nas duas direções do
estado plano de deformações.
Para representar a perda de rigidez pela fratura do material em um estado plano
de tensões, são então considerados os termos de fator de redução do modo I (𝜇) e um fator de
retenção de cisalhamento 𝛽:
⎡⎢⎢⎢⎣
Δ𝜎𝑛𝑛
Δ𝜎𝑡𝑡
Δ𝜏𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜇𝐸
1− 𝜈2𝜇
𝜈𝜇𝐸
1− 𝜈2𝜇 0
𝜈𝜇𝐸
1− 𝜈2𝜇
𝐸
1− 𝜈2𝜇 0
0 0 𝛽𝑒2(1 + 𝜈)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎡⎢⎢⎢⎣
Δ𝜀𝑛𝑛
Δ𝜀𝑡𝑡
Δ𝛾𝑛𝑡
⎤⎥⎥⎥⎦ (3.3.11)
Assim, considerando as matrizes de transformações de tensões e deformações na
relação constitutiva do material, tem se:
𝜎𝑥𝑦 = 𝑇−1𝜎 𝐷𝑠𝑛𝑠𝑇𝑒𝜀𝑥𝑦 (3.3.12)
Com a matriz 𝐷𝑛𝑠 estabelecida pela matriz de rigidez secante apresentada na equa-
ção 3.3.11.
3.3.2.4 Modelos de Deformações Totais - Fissuras Rotacionais
No contexto do modelo de fissuras rotacionais, os eixos de ortotropia do material, ou
seja, os eixos de referência das tensões atuantes, são admitidos nas mesmas direções principais
das deformações, podendo variar constantemente a medida que o sistema obtém novas condições
de equilíbrio, dependendo diretamente, da condição de tensão normal atuante no elemento.
Desta forma, a rigidez do cisalhamento 𝐷𝜃𝜃, também preconizada no modelo de fissuras fixas,
independe de possíveis restrições ao cisalhamento na linha da fissura (𝛽), fazendo com que
a orientação da fissura co-rotacione conjuntamente com as direções principais de deformação
(Rots & Blaaudraad, 1986), conforme a equação 3.3.13:
𝐷𝜃𝜃 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎1 − 𝜎2
2(𝜀1 − 𝜀2) 0 0
0 𝜎2 − 𝜎32(𝜀2 − 𝜀3) 0
0 0 𝜎3 − 𝜎12(𝜀3 − 𝜀1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.3.13)
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y
ε 2
θ
ε 1
x
η
ξ
σ1
σ2
Figura 3.7: Sistema de eixos para o modelo de fissura rotativa. Adaptado de Červenka et
al.(2012)
Em modelos que dependem essencialmente do deslizamento da fissura, como mode-
los pré-fissurados, o modelo rotativo pode portanto negligenciar a transferência de cisalhamento
pela fissura. Neste trabalho, para garantir que não hajam problemas de representação do cisa-
lhamento transmitido através da fissura, optou-se por utilizar os modelos de fissuras fixas, do
tipo total strain, inclusos no código do DIANA.
Embora o modelo rotativo possa apresentar dificuldades em representar as hipóte-
ses que dependam do engrenamento, para os casos de vigas com pouca abertura de fissura ou
sem pré-fissuramento, ou seja, que dependam mais do efeito treliça do que do engrenamento
dos agregados, a geração de novas inclinações das fissuras, modificando as demais obtidas no
início do processamento, eficientemente simplifica as análises computacionais, podendo obter
resultados com ótima precisão de acordo com o seu uso.
De acordo com Albajar (2008), inúmeras tentativas foram criadas para tentar obter
melhorias no modo de captura dos efeitos de cisalhamento nos modelos rotativos, evitando
assim possíveis limitações na utilização de seus resultados. Dentre estas hipóteses, Rots et. al.
(1985) propõe um método alternativo para representar o comportamento de distribuição da
fissura no meio, baseando-se em um modelo constitutivo híbrido entre o modelo de fissuras
fixas e rotacionais, chamado de modelo de fissuras multi-direcionais fixas.
No programa DIANA, os modelos de fissuração distribuída definem-se pela análise
integrada de três critérios: o comportamento de amolecimento do material, que é relacionado
com o efeito de plasticidade do meio; um critério de ruptura para caracterizar o aparecimento
da fissura; e o método de transferência de cisalhamento através da fissura.
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3.4 Modelo de Amolecimento à Tração do Concreto Armado (Tension
Softening)
Embora apresente favoráveis propriedades mecânicas sob compressão, o concreto ar-
mado, devido à heterogeneidade dos materiais que o compõem, comumente apresenta inúmeras
interações de contato entre diferentes partículas, tais como areia, cimento e agregado, que não
apresentam suficientes atributos para resistir a tensões de tração entre sí, como é o caso de
materiais mais homogêneos. Este comportamento faz com que as zonas de tração nas peças de
concreto resultem em fraturas localizadas e representem uma descontinuidades no material, tal
como apresentado no capítulo 2. Esta abertura sequencial de fissuras deve-se a necessidade do
sistema em liberar, com a deformação plástica, a energia acumulada dos carregamentos, até
alcançar novas condições de equilíbrio.
A relação gráfica entre as tensões de tração atuantes e a abertura da fissura no
sistema é representada pela integral da curva tensão – abertura de fissura, chamada de energia
de fratura (𝐺𝑓 ). De acordo com Maekawa & Okamura (2003), uma das formas de representar
nos elementos finitos a localização da fissura no sistema, e consequentemente traçar os padrões
de deformação do material, é inserir os conceitos de Tension Softening nos modelos numéricos
do concreto armado.
Para evitar a dependência da malha para o cálculo da energia de fratura por ele-
mento, o DIANA utiliza o conceito de comprimento de banda de fissura ou comprimento equiva-
lente do elemento, metodologia inicialmente proposta por Baˇzant & Oh (1983). Neste conceito,
as propriedades do concreto são homogeneizadas por uma largura padrão, ℎ, trazendo sim-
plificações no comportamento heterogêneo do concreto. Segundo Baˇzant & Oh (1983), esta
aproximação torna-se válida pois, no concreto, o amolecimento é usualmente um processo dis-
tribuído, e não somente ocorre em uma linha perfeitamente definida, como ocorre em fissuras
discretas. Assim, é possível representar o comportamento de fratura do concreto, a partir da
relação entre a energia de fratura do material, e uma faixa conhecida de aproximadamente 3
vezes o diâmetro máximo do agregado (ℎ = 3𝑑𝑚𝑎𝑥).
Desta forma, a área abaixo da curva de amolecimento do material deverá ser relaci-
onada com a energia de fratura à tração do material 𝐺𝐼𝑓 , que para um comprimento de banda
de h, fica:
𝐺𝐼𝑓 = ℎ
∫︁ 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛=∞
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛=0
𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛 · 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛𝑑𝜀𝑛𝑛𝑐𝑟 (3.4.1)
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No DIANA, inúmeros modelos são inseridos no código fonte para consideração do
mecanismo de ruptura normal (modo I) de amolecimento à tração, estando dentre os mais co-
nhecidos, os modelos de ruptura frágil, amolecimento linear e amolecimento não linear:
• Frágil: (Figura 3.8):
Caracterizada pela total redução de resistência após a tensão atuante ultrapassar a tensão
limite estabelecida.
ε nn
pico
ft
σnn
cr
Figura 3.8: Ruptura Frágil. Adaptado de TNO (2003)
Neste modelo, o concreto pré-pico apresenta um comportamento linear e elástico, restando
após a ruptura somente a deformação ocasionada pela fissura. Desta forma, a energia
dissipada pela abertura normal de fissura (𝐺𝐼𝑓 ) refere-se somente ao comportamento pré-
pico, estando a deformação última unicamente relacionada com com a teoria elástica de
Hooke 𝜀𝑝𝑖𝑐𝑜𝑛𝑛 = 𝑓𝑡/𝐸 e a energia de fratura pela área do triângulo abaixo da reta 𝜎𝑛𝑛− 𝜀𝑛𝑛:
𝐺𝑓 =
1
2 · 𝑓𝑡 · 𝜀
𝑝𝑖𝑐𝑜
𝑛𝑛 · ℎ (3.4.2)
• Amolecimento Linear(Figura 3.9):
Para o caso de amolecimento linear, o comportamento pós pico é caracterizado por uma
perda de resistência linear a medida que a deformação no elemento se intensifica, conforme
a equação 3.4.3:
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Figura 3.9: Amolecimento Linear. Adaptado de TNO (2003)
𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛 (𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛)
𝑓𝑡
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− 𝜀
𝑐𝑟
𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
se 0 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
0 se 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 <∞
(3.4.3)
Em que a estimativa de deformação última pode ser obtida também pela relação de
energia de fratura e a curva tensão - deformação, sendo:
𝜀𝑐𝑟𝑢 =
2 ·𝐺𝑓
𝑓𝑡 · ℎ (3.4.4)
• Amolecimento não-linear(Figura 3.10):
Tal como o comportamento experimental de concretos submetidos à esforços de tração,
a curva de amolecimento não linear apresenta um encaminhamento de direção variável,
resultando em uma perda de resistência do material a medida que as deformações se
intensificam. Neste modelo, destacam-se as equações pós pico propostas por Moelands
& Reinhardt (1984), Hordijk et al. (1991), ou a aplicação de uma curva exponencial de
amolecimento:
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Figura 3.10: Modelos de amolecimento não-linear. Adaptado de TNO (2003)
Moelands & Reinhardt (1984):
A curva proposta por Moelands & Reinhardt (1984) é uma modificação do comportamento
linear, e apresentará uma sequencial perda de resistência 𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛 a medida que as deformações
atuais 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 se aproximam da deformação última 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡:
𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛(𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛)
𝑓𝑡
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1−
(︃
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
)︃𝑐1
𝑠𝑒 0 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
0 𝑠𝑒 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 <∞
(3.4.5)
Em que o valor de 𝑐1 pode ser dado por 0,31, e a deformação última obtida pela equação
3.4.6:
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛.𝑢𝑙𝑡 = 4, 226
𝐺𝐼𝑓
ℎ · 𝑓𝑡 (3.4.6)
Hordijk et. al. (1986):
No modelo proposto por Hordijk, Cornelissen & Reinhardt, a relação da curva é tratada
com duas condições distintas: Na primeira delas, o comportamento de amolecimento é
estabelecido através de uma função com variáveis exponenciais até que a deformação
última no material seja alcançada. Após este valor limite, a tensão observada no material
é nula, com uma deformação tendendo ao infinito para tensões próximas de zero.
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𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛
𝑓𝑡
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
⎛⎝1 + (︃𝑐1 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
)︃3⎞⎠ 𝑒𝑥𝑝(︃−𝑐2 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛
)︃
· · · ·
· · · · − 𝜀
𝑐𝑟
𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
(1 + 𝑐31) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑐2) se 0 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡
0 se 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛,𝑢𝑙𝑡 < 𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛 <∞
(3.4.7)
Na curva de Hordijk, os parâmetros 𝑐1 e 𝑐2 são dados, respectivamente, como 3 e 6,93,
constituída a deformação última através da equação 3.4.8:
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛.𝑢𝑙𝑡 = 5, 136
𝐺𝐼𝑓
ℎ · 𝑓𝑡 (3.4.8)
Curva Exponencial:
Para o caso da curva exponencial, a relação entre tensão e deformação é tomada a partir
de uma única função exponencial, conforme a equação 3.4.9:
𝜎𝑐𝑟𝑛𝑛 (𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛)
𝑓𝑡
= 𝑒𝑥𝑝
(︃
− 𝜀
𝑐𝑟
𝑛𝑛
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛.𝑢𝑙𝑡
)︃
(3.4.9)
Estando a deformação última somente sujeita a relação entre a energia de fratura no modo
I 𝐺𝐼𝑓 , largura de banda ℎ e a resistência a tração 𝑓𝑡, isenta de qualquer multiplicador
adicional, como os casos de Moelands & Reinhardt (1984), Hordijk et al. (1991):
𝜀𝑐𝑟𝑛𝑛.𝑢𝑙𝑡 =
𝐺𝐼𝑓
ℎ · 𝑓𝑡 (3.4.10)
3.5 Modelo de Amolecimento à Compressão do Concreto Armado
(Compression Softening)
Nos modelos Total Strain, o comportamento do concreto à compressão também pode
ser representado por modelos numéricos elásticos / frágeis, ou não-lineares, com curvas que re-
presentam a perda de rigidez não linear do concreto em seu comportamento pós pico, nos quais
sempre relacionam possíveis efeitos do concreto sob compressão e suas resultantes deformações.
Para estes casos, destacam-se a curva proposta por Thorenfeldt (1987), assim como o compor-
tamento parabólico descrito por Feenstra (1991):
• Elástico(Figura 3.11):
Na curva elástica, considera-se apenas o comportamento linear na resposta do concreto à
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compressão, apresentando a ruptura imediata do material quando a tensão atuante atingir
a resistência máxima prevista. A relação entre a tensão e deformação no material é dada
pela relação básica de Hooke:
ε nn
fc
εc
σnn
E
Figura 3.11: Curva elástica de Compressão do Concreto Armado. Adaptado de TNO (2003)
𝜎𝑐(𝑓𝑐) = 𝐸 · 𝜀𝑐 (3.5.1)
• Não-Linear:
Thorenfeldt (1987) (Figura 3.12):
A curva do concreto à compressão de Thorenfeldt (1987) pode ser descrita conforme a
equação 3.5.2, que apresentará através da variável 𝑘 duas condições distintas: um com-
portamento pré-pico com crescimento das deformações até atingir a tensão máxima em
(𝑓𝑝), e outro pós-pico, em que se inicia-se o declínio da curva, marcado pela redução na
capacidade resistente do material:
α
fp
σnn
αp
Figura 3.12: Curva de Thorenfeldt (1987) ( para o comportamento à compressão do concreto
armado. Adaptado de TNO (2003)
100
𝑓 = −𝑓𝑝 𝛼
𝛼𝑝
⎛⎝ 𝑛
𝑛−
(︁
1− (𝛼𝛼𝑝)𝑛𝑘
)︁
⎞⎠ (3.5.2)
Em que:
𝑛 = 0, 80 + 𝑓𝑐𝑐17 (3.5.3)
Com:
𝑘 =
⎧⎪⎨⎪⎩
1 se 𝛼𝑝 ≤ 𝛼 < 0
0, 67 + 𝑓𝑐𝑐62 se 𝛼 ≤ 𝛼𝑝
(3.5.4)
Com:
𝑓𝑝 - Resistência do cubo de concreto, em N/mm2 ;
𝑓𝑐𝑐 - Resistência do concreto à compressão;
𝛼 - Deformação do concreto à compressão;
𝛼𝑝 - Deformação do concreto na tensão máxima admissível à compressão;
Parabólico - Feenstra (1991) (Figura 3.13):
Na curva Parabólica proposta por Feenstra (1991), o conceito de energia de fratura à
compressão é apresentado em moldes similares à condição de energia de fratura à tra-
ção, representando a área abaixo da curva tensão-deformação nos materiais. Para estes
casos,o desenvolvimento da curva apresenta quatro principais comportamentos de tensão-
deformação (equação 3.5.5), que variam de acordo com o limite de deformação atingido
(𝛼). A geometria da curva assume então um comportamento similar ao de parábola,
conforme a figura 3.13:
α
fc
σnn
cr
αu
fc
1
3
Gc
h
αp
αc
3
Figura 3.13: Curva de Feenstra para o comportamento à compressão do concreto armado.
Adaptado de TNO (2003)
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𝑓 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−𝑓𝑐13
𝛼𝑗
𝛼𝑐/3
se 𝛼𝑐/3 < 𝛼𝑗 ≤ 0
−𝑓𝑐13
⎛⎝1 + 4(︃𝛼𝑗 − 𝛼𝑐/3
𝛼𝑐 − 𝛼𝑐/3
)︃
− 2
(︃
𝛼𝑗 − 𝛼𝑐/3
𝛼𝑐 − 𝛼𝑐/3
)︃2⎞⎠ se 𝛼𝑐 < 𝛼𝑗 ≤ 𝛼𝑐/3
−𝑓𝑐
(︃
1−
(︂
𝛼𝑗 − 𝛼𝑐
𝛼𝑢 − 𝛼𝑐
)︂2)︃
se 𝛼𝑢 < 𝛼𝑗 ≤ 𝛼𝑐
0 se 𝛼𝑗 ≤ 𝛼𝑢
(3.5.5)
Com:
𝛼𝑐/3 = −13
𝑓𝑐
𝐸
(3.5.6)
𝛼𝑐 = −53
𝑓𝑐
𝐸
(3.5.7)
𝛼𝑈 = 𝑚𝑖𝑛
[︃(︃
𝛼𝑐 − 32
𝐺𝑐
ℎ · 𝑓𝑐
)︃
, (2, 5𝛼𝑐)
]︃
(3.5.8)
3.6 Comportamento do Cisalhamento nos Modelos de Fissura Distri-
buida
De acordo com Rots & Blaauwendraad(1989), era comum nas primeiras versões dos
modelos de fissura distribuída a representação do comportamento anisotrópico do concreto ar-
mado como um sistema simplificado ortotrópico, correlacionando a direção normal a fissura
como um dos eixos principais (modo I), e as outras direções principais como sendo tangenciais
à fissura (modo II).
Com o aparecimento da fissura, as parcelas tangenciais do módulo de elasticidade
eram igualadas a zero, fazendo com que as tensões tangenciais na linha da fissura fossem nulas.
Este comportamento, embora representasse grande simplificação aos cálculos numéricos, não
levava em consideração a transferência de tensões de cisalhamento através da fissura, como o
próprio engrenamento dos agregados, tornando-se pouco preciso para uma grande quantidade
de análises. Com base nestas prerrogativas, estudos posteriores conduzidos por Suidan & Sche-
nobrich (1973) reinseriram os módulos elásticos transversais G nas relações tensões-deformações
após a fissuração, considerando-os como um fator de redução 𝛽 para justificar a perda de rigidez
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ao cisalhamento devido à fissuração:
𝐺𝑐𝑟 = 𝛽 ·𝐺 (3.6.1)
Em que 𝐺𝑐𝑟 corresponde ao módulo de cisalhamento no estado fissurado.
O programa DIANA possui três modelos disponíveis para considerar estes efeitos,
sendo estes a retenção completa do cisalhamento, retenção constante ou retenção variável.
Na retenção completa do cisalhamento, o valor de módulo elástico G não é reduzido após a
fissuração, implicando uma elevada rigidez ao cisalhamento (𝛽 = 1). No fator de retenção
constante, a rigidez ao cisalhamento é necessariamente reduzida após a fissuração, implicando
valores entre 0 < 𝛽 ≤ 1 sem variabilidade em qualquer estado do carregamento. O último e
terceiro modelo, utilizado somente nos modelos total strain, pode ainda apresentar um fator de
retenção variável dependendo do estado de deformação, sendo posto em função da abertura de
fissura.
3.7 Critérios de Plasticidade do Aço
Para representar o modelo teórico do aço no concreto armado, dois principais mo-
delos de representação da plasticidade do aço são comumente aplicados em análises numéricas:
Tresca e Von Mises.
No critério de Tresca, o escoamento ocorrente no material inicia-se quando a tensão
de cisalhamento máxima (𝜏𝑚á𝑥) atingir seu valor crítico, determinado pela tensão máxima que
este material resiste sem sofrer escoamento sob tensão axial.
Para ilustrar as principais diferenças entre os métodos, a figura 3.14 apresenta, para
estados de tensão bidimensionais em 𝜎1, 𝜎2, o mapa de escoamento de um determinado mate-
rial, para os critérios de Tresca e Von Mises:
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Tresca
Re45°
Re
3
Re
2
Von
Mises
σ1
σ2
σ3 = 0
Figura 3.14: Comparativo entre o comportamento de tensões biaxiais dos critérios de Tresca e
Von Mises. Adaptado de Oliveira (2013)
Ao comparar o desenvolvimento de tensões entre os modelos de Tresca e Von Mises, é
possível identificar que embora apresente boas concordâncias para estados de tensões uniaxiais,
a condição de Tresca desconsiderava a influência da tensão intermediária no comportamento
plástico, podendo o modelo de Von Mises alcançar patamares superiores de tensões quando
combinada a interação entre tensões de direções perpendiculares. Do ponto de vista físico, a
elipse representada pelo modelo de Von Mises considera, portanto, a possibilidade de alcançar
patamares resistentes superiores do material quando este considerado em estado biaxial, dife-
rentemente do critério de Tresca, que não considera diferenças entre o limite resistente biaxial
ou uniaxial do material. No Diana, estes dois modelos podem ser utilizados para a representação
da plasticidade das armaduras de aço utilizadas no concreto armado.
Para as análises numéricas desenvolvidas neste trabalho, o critério de Von Mises foi
utilizado como modelo constitutivo de plasticidade das armaduras, uma vez que considerando
a influência de estados de tensões biaxiais, este possa melhor representar a influencia do efeito
pino e tração axial conjuntamente.
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3.8 Modelos de Malha e Discretização dos Elementos Finitos
Para os modelos desenvolvidos neste trabalho, a discretização da malha utilizou ele-
mentos finitos com dois graus de liberdade por nó, em um estado plano de tensão, representados
no DIANA (figura 3.15) pelos elementos CQ16M para os de 8 nós e 4 lados, e o T6MEM nos
elementos de 3 nós e 3 lados.
η
ξ
1
2 3
4
5
67
8
ξ η
3
2
1
CQ16M T6MEM
Figura 3.15: Modelos de elementos finitos em 2D utilizados nas análises numéricas. Adaptado
de TNO (2003)
Na discretização das armaduras longitudinais, foram utilizados elementos de viga
baseados na teoria clássica de Bernoulli, em que a presença de deslocamentos 𝑢𝑥 e 𝑢𝑦 são levadas
em conta no estado plano de tensões, viabilizando a armadura gerar rigidez não somente axial,
mas também representar efeitos de flexão e cisalhamento tangencial, conforme ilustrado pela
figura 3.16. Para garantias de plena aderência e comportamento conjunto entre a malha do
concreto e a armadura, os elementos de viga foram incluídos a cada dois nós da malha, fazendo
com que a interação de deslocamentos entre o concreto e o aço sejam equivalentes. Nos modelos
em que se deseja representar o efeito de pino das armaduras, a utilização de elementos de vigas
passa a ser uma boa ferramenta na identificação da força cortante transmitida pelas armaduras,
possibilitando determinar a força cortante atuante na abertura da fissura.
l
γ
Δl
d
к
Figura 3.16: Deslocamentos disponíveis dos elementos de viga do código de elementos finitos
do DIANA. Adaptado de TNO (2003)
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3.9 Procedimentos de Solução para Sistemas não-lineares
Devido ao complexo mecanismo de fratura ocorrente em peças de concreto armado,
as análises numéricas utilizando elementos finitos usualmente apresentam uma constante mu-
dança de sua matriz de rigidez, fazendo com que a medida que apresentem variações nos car-
regamentos atuantes, estas mudanças representem em renumerações constantes desta matriz.
De acordo com Belletti et. al. (2016), a metodologia básica para a solução de sis-
temas não-lineares consiste na utilização de métodos iterativos que busquem o equilíbrio entre
a força externa atuante, força interna resultante e consequentes variações nos deslocamentos
nodais. Tais premissas são implementadas pelo programa DIANA com a utilização dos métodos
de Newton-Raphson, Quase-Newton, o método da Rigidez Constante e da Rigidez Linear.
3.9.1 Método Newton-Raphson
O método de Newton-Raphson é um dos mais tradicionais e implementados critérios
de solução utilizados em análises não-lineares. É baseado em um sistema iterativo, que busca
solucionar as raizes da função forças de desequilíbrio 𝑑(𝑢):
𝑓𝑖𝑛𝑡 = 𝑓𝑒𝑥𝑡 ⇔ 𝑑(𝑢) = 0⇔ 𝑑(𝑢) = 𝑓𝑖𝑛𝑡 − 𝑓𝑒𝑥𝑡 (3.9.1)
Que sendo dependente de um deslocamento u, tem-se:
𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 − 𝑑 (𝑢𝑖)
𝑑′(𝑢𝑖)
(3.9.2)
Reescrita em termos diferenciais como:
𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
(︃
𝜕𝑑(𝑢)
𝜕𝑢
⃒⃒⃒⃒
𝑢=𝑢𝑖
)︃−1
· (−𝑑 (𝑢𝑖)) (3.9.3)
Nesta equação, parte dos termos refere-se às propriedades de rigidez do sistema
armazenadas em uma matriz, chamada de matriz de rigidez tangencial do sistema, ou 𝐾𝑇 :
𝐾𝑇 =
(︃
𝜕𝑑(𝑢)
𝜕𝑢
⃒⃒⃒⃒
𝑢=𝑢𝑖
)︃−1
(3.9.4)
Simplificando a equação 3.9.4, aplicando a matriz 𝐾𝑇 ao vetor de deslocamento
106
Δ𝑢 = 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖, e o vetor forças de desequilíbrio 𝑑, resulta-se em 3.9.5:
Δ𝑢 = 𝐾−1𝑇 − 𝑑 (3.9.5)
A partir de então, o procedimento de solução do algoritmo exige um conjunto de 4
etapas, tomando início em um vetor deslocamento inicial 𝑢𝑖 = 0:
1. Calcula-se o vetor forças de desequilíbrio 𝑑 = 𝑓𝑒𝑥𝑡 − 𝑓𝑖𝑛𝑡;
2. Forma-se por consequência a matriz de rigidez 𝐾𝑇 ;
3. Obtém-se Δ𝑢 a partir do sistema de equações Δ𝑢 = 𝐾𝑇−1 − 𝑑;
4. Com o valor de Δ𝑢, calcula-se 𝑢𝑖+𝑖 pela diferença 𝑢𝑖+𝑖 = 𝑢𝑖 +Δ𝑢;
Com o valor de 𝑢𝑖+1, retorna-se ao estágio 1 até que a convergência seja obtida.
A figura 3.17 apresenta o procedimento iterativo do método Newton-Raphson a
partir da relação força-deslocamento de um problema não linear de elementos finitos:
fext(i)
fext(i+1)
fint,1
f
u
d1
Δu1
Δu0 δu1
Iteração
Forças Internas
Forças Externas
Figura 3.17: Método de Newton-Raphson. Adaptado de Rust (2015)
Dependentemente da forma como se é calculada cada estágio de iteração, o mé-
todo de Newton-Raphson apresenta ainda duas principais metodologias de cálculo: o Método
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Newton-Raphson Regular, e o Método de Newton-Raphson Modificado.
Na subclasse regular, a relação de rigidez da matriz sofre uma constante variação a
cada iteração, fazendo com que os cálculos de decomposição da matriz ocorram separadamente
em cada etapa, criando cálculos mais extensos que relativamente demandam um número menor
de vezes para convergir entre iterações. Ainda, uma desvantagem deste método é que a con-
vergência dos resultados só é garantida se a estimativa da matriz inicial já estiver próxima da
solução final. Caso contrário, o método pode facilmente resultar em divergências numéricas.
Para o Newton-Raphson modificado, a rigidez da matriz é avaliada somente no co-
meço da iteração. Isto resulta que a previsão final do incremento aconteça sempre baseado em
um estado convergente de equilíbrio. Neste método, a convergência é usualmente mais lenta,
uma vez que usa mais iterações para a sua solução.
3.9.2 Método Quase-Newton
No método Quase-Newton, também chamado de “método secante”, o processo de
convergência também usa a informação da antiga solução para obter melhores aproximações da
matriz de rigidez. A principal diferença do Newton Raphson é que o Quase-Newton não atualiza
completamente a nova matriz a cada iteração. Neste caso, a rigidez da estrutura é determinada
a partir das posições de equilíbrio já conhecidas.
3.9.3 Método de Rigidez Linear e Constante
Quando os métodos Newton-Raphson e Quase-Newton não atingem uma satisfató-
ria convergência, de acordo com o DIANA User’s Manual (2003), uma outra ferramenta de
cálculo disponibilizada pelo DIANA é a do uso dos métodos de Rigidez Linear e Constante. No
método de Rigidez linear, o uso da matriz de rigidez linear é constantemente empregado, o que
implica em convergências mais lentas. No método de Rigidez constante, a matriz empregada
é aquela mantida pelo último incremento, e neste caso, pode ser combinado com o método de
Newton-Raphson e Quase-Newton para obter convergência nos casos em que, após um grande
número de iterações, ainda assim ocorram divergências numéricas.
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3.9.4 Algoritmos de Procura de Linhas (Line Search)
Para casos em que as estruturas apresentem severas não-linearidades, como no caso
do concreto armado, e em que métodos usuais de convergência apresentem dificuldades para
obter a solução do problema proposto, o método de Procura de Linhas (Line Search) torna-se
uma importante ferramenta para evitar a divergência numérica no cálculo iterativo, assim como
reduzir os tempos de processamento.
Segundo Rust (2015), no método de (line search), o deslocamento incremental é pro-
jetado através de possíveis multiplicadores que tendem a reduzir a energia potencial do sistema.
Desta forma, para o sistema de incremento 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + Δ𝑢, um multiplicador é
adicionado à parcela de Δ𝑢, no intuito de acelerar o procedimento de busca:
𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝑐 ·Δ𝑢 (3.9.6)
Partindo então da hipótese de uma mínima energia potencial total para a solução
e equilíbrio do sistema, a derivada de Π com relação ao multiplicador desconhecido c, deve ser
nula:
𝑓(𝑐) = 𝜕Π
𝜕𝑐
= 𝜕Π
𝜕𝑢
· 𝜕𝑢
𝜕𝑐
= 0 (3.9.7)
Graficamente, o sistema pode ser representado por uma função gradiente do multi-
plicador c, (𝑓(𝑐)) conforme ilustrada na figura 3.18, que apresentará para cada Δ𝑢 um vetor
perpendicular correspondente às forças de desequilíbrio 𝑑(𝑢𝑖 + 𝑐Δ𝑢), formulada pelo produto
escalar da equação 3.9.8:
𝑓(𝑐) = Δ𝑢𝑇 · 𝑑(𝑢𝑖 + 𝑐 ·Δ𝑢) = 0 (3.9.8)
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Figura 3.18: Método de Procura de Linhas. Adaptado de Rust (2015)
3.9.5 Algoritmos de Controle do Comprimento de Arco (Arc-Length Control)
O método de controle do comprimento de arco (Riks, 1979) prevê corrigir possíveis
erros no processo incremental, sendo utilizado como um método de grande eficiência em proble-
mas que consideram um ou mais pontos críticos de solução, facilitando a obtenção do resultado
final convergido. De acordo com Vasios (2015), em estruturas de concreto armado, este ponto
crítico pode ser interpretado como o estágio em que o modelo não mais possui capacidade de
resistir ao carregamento externo, sofrendo divergência numérica.
Em problemas não lineares, tem-se a condição típica de equilíbrio através da nulidade
entre a diferença das forças externas e internas, conforme a equação 3.9.9, de forma similar ao
apresentado no método de Newton Raphson em 3.9.1:
𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢)− 𝐹 𝑒𝑥𝑡 = 0⇔ 𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢)− 𝜆𝑞 = 0 (3.9.9)
Para a solução do problema iterativo, o método do comprimento de arco busca então
variar simultaneamente tanto o deslocamento Δ𝑢 do sistema, como seu correspondente vetor
de carga Δ𝜆. Desta forma, pode-se descrever:
𝑅(𝑢′, 𝜆′) = 𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢0 + 𝜆𝑢)− (𝜆0 +Δ𝜆)𝑞 = 0 (3.9.10)
Embora a iteração se resolva numericamente quando se obtém os valores de (𝑢0 +
𝜆𝑢, 𝜆0 + Δ𝜆), frequentemente a convergência das iterações não são facilmente obtidas. Desta
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forma, adiciona-se ao problemas duas correspondentes variáveis de correções (Δ𝑢,Δ𝜆) na equa-
ção 3.9.10, obtendo-se 3.9.11:
𝑅(𝑢”, 𝜆”) = 𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢0 + 𝜆𝑢 + 𝜆𝑢)− (𝜆0 + 𝛿𝜆+Δ𝜆)𝑞 = 0 (3.9.11)
Que reorganizando os termos da força interna 𝐹 𝑖𝑛𝑡 e deslocamentos (𝑢0 + 𝜆𝑢 + 𝜆𝑢)
usando uma série de Taylor, pode-se reescrever a equação 3.9.11 da seguinte forma:
𝐹 𝑖𝑛𝑡 (𝑢0 +Δ𝑢) +
[︃
𝜕𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢)
𝜕𝑢
]︃
𝑢0+Δ𝑢
· 𝛿𝑢− (𝜆0 +Δ𝜆+ 𝛿𝜆) 𝑞 = 0 (3.9.12)
Que representando o termo [𝜕𝐹 𝑖𝑛𝑡(𝑢)/𝜕𝑢] como 𝐾𝑇 , reescreve-se:
[𝐾𝑇 ]𝑢0+Δ𝑢 · 𝛿𝑢− 𝛿𝜆𝑞 = −
[︁
𝐹 𝑖𝑛𝑡 (𝑢0 +Δ𝑢)− (𝜆0 +Δ𝜆) 𝑞
]︁
= −𝑅 (𝑢′, 𝜆′) (3.9.13)
Posteriormente, Crisfield (1983) descreveu um método geral a partir da equação
3.9.13, que poderia ser utilizado em todo programa de elementos finitos, integrando sua solução
ao método de Newton Raphson. Desta forma:
𝛿𝑢 = −[𝐾𝑇 ]−1𝑢0+Δ𝑢 ·
[︁
𝐹 𝑖𝑛𝑡 (𝑢0 +Δ𝑢)− (𝜆0 +Δ𝜆) 𝑞
]︁
+ 𝛿𝜆
(︁
[𝐾𝑇 ]−1𝑢0+Δ𝑢 · 𝑞
)︁
(3.9.14)
Resumindo-se a correção do deslocamento como:
𝛿𝑢 = 𝛿?¯?+ 𝛿𝜆𝛿𝑢𝑡 (3.9.15)
Em que:
𝛿?¯? = −[𝐾𝑇 ]−1𝑢0+Δ𝑢 ·
[︁
𝐹 𝑖𝑛𝑡 (𝑢0 +Δ𝑢)− (𝜆0 +Δ𝜆) 𝑞
]︁
(3.9.16)
E:
𝛿𝑢𝑡 =
(︁
[𝐾𝑇 ]−1𝑢0+Δ𝑢 · 𝑞
)︁
(3.9.17)
Assim, substituindo-se a equação resumida da correção do deslocamento 3.9.15 em
3.9.13, uma equação quadrática é obtida:
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𝛼1𝛿𝜆
2 + 𝛼2𝛿𝜆+ 𝛼3 = 0 (3.9.18)
Onde os coeficientes 𝛼1, 𝛼2 e 𝛼3 referem-se a:
𝛼1 = 𝛿𝑢𝑇 · 𝛿𝑢+ 𝜓2
(︁
𝑞𝑇 · 𝑞
)︁
𝛼2 = 2 (Δ𝑢+ 𝛿?¯?)𝑇 · 𝛿𝑢𝑡 + 2𝜓2Δ𝜆
(︁
𝑞𝑇 · 𝑞
)︁
𝛼3 = (Δ𝑢+ 𝛿?¯?)𝑇 · (Δ𝑢+ 𝛿?¯?) + 𝜓2Δ𝜆2
(︁
𝑞𝑇 · 𝑞
)︁
= Δ𝑙2
Pelo caráter parabólico de 3.9.18, cada iteração da equação gerará duas soluções
distintas, representadas por (𝛿𝑢1, 𝛿𝜆1) e (𝛿𝑢2, 𝛿𝜆2).
De acordo com Vasios (2015), o seguinte fluxo de operações deve então ser procedido
para a obtenção do resultado final:
1. Partida de cálculo com: Δ𝑢 = 0 e 𝜆 = 0;
2. Adoção de parâmetros iniciais da correção do deslocamento 3.9.15 em: 𝛿?¯? = e 𝛿𝑢𝑡 =(︁
[𝐾𝑇 ]−1𝑢0+Δ𝑢 · 𝑞
)︁
;
3. Solução inicial da equação do comprimento de arco, obtendo 𝛿𝜆1 e 𝛿𝜆2;
4. Com o valor de 𝛿𝜆, atualiza-se 𝑢 e 𝜆, vez que 𝑢′ = 𝑢+ 𝛿𝑢 e 𝜆′ = 𝜆+ 𝛿𝜆;
5. Verificar a tolerância (tol) da convergência, com: ‖𝑅 (𝑢′, 𝜆′)‖ < 𝑡𝑜𝑙. ;
6. Se a tolerância for aceitável, prosseguir para o próximo incremento de carga. Caso con-
trário, reinicia-se o processo, utilizando Δ𝑢 = 𝛿𝑢 e 𝜆 = 𝛿𝜆
A figura 3.19 apresenta o esquema de iterações ocorrentes de maneira simultânea
entre o parâmetro de incremento de carga 𝜆 e o deslocamento 𝑢. O comprimento do arco Δ𝑙
refere-se ao raio do arco que resulta das equações quadráticas obtida em 3.9.18:
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Figura 3.19: Método do Comprimento de Arco. Adaptado de Vasios (2015)
3.10 Critérios de Convergência
Para determinar as condições de equilíbrio que regem o sistema de equações, as in-
terações devem ser interrompidas por critérios de parada que representem satisfatoriamente a
convergência de resultados.
Em procedimentos de análise incremental, os critérios de convergência servirão para
representar a situação de equilíbrio do sistema de equações, condição pela qual o vetor forças
de desequilíbrio apresentará valor nulo, 𝑑(𝑢) = 0. Três principais métodos de convergência são
comumente utilizados para estabelecer o critério de parada do procedimento iterativo:
• Convergência pela Força:
Razão entre a norma do vetor forças de desequilíbrio da iteração atual
⃦⃦⃦
𝑑
⃦⃦⃦
e a norma do
vetor de forças totais
⃦⃦⃦
𝑓
⃦⃦⃦
:
𝜀 =
⃦⃦⃦
𝑑
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝑓
⃦⃦⃦ (3.10.1)
• Convergência pelo Deslocamento:
Razão entre a norma do vetor deslocamentos da iteração atual
⃦⃦⃦
𝑢𝑖
⃦⃦⃦
e a norma do vetor
deslocamentos total
⃦⃦⃦
𝑢
⃦⃦⃦
:
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𝜀 =
⃦⃦⃦
𝑢𝑖
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝑢
⃦⃦⃦ (3.10.2)
• Convergência pela Energia:
Razão entre a norma do produto entre os vetores de deslocamentos e forças de desequilíbrio
da iteração atual
⃦⃦⃦
𝑑 · 𝑢𝑖
⃦⃦⃦
e a norma do produto entre os vetores deslocamento e forças de
desequilíbrio totais
⃦⃦⃦
𝑓 cot𝑢
⃦⃦⃦
:
𝜀 =
⃦⃦⃦
𝑑 · 𝑢𝑖
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝑓 cot𝑢
⃦⃦⃦ (3.10.3)
De acordo com Albajar (2008), os critérios de convergência pela norma de energia,
com tolerâncias de 1%, apresentam valores adequados para lidar com as dificuldades numéricas
de problemas de vigas de concreto armado. Neste trabalho, o limite de 0,1% (10−3) foi utilizado
para determinar as condições de convergência, conjuntamente com o método de energia.
Souza (2004) afirma que parte importante na compreensão dos resultados de pro-
cessamento referem-se a maneira com que as iterações são paralisadas durante a análise. Tra-
dicionalmente, a melhor maneira de compreender a provável ruptura do sistema é a partir da
observação da curva carga x deslocamento de um ponto de referência da estrutura. Para os
casos em que a curva apresenta um notável decréscimo ou descontinuidade descendente, o amo-
lecimento da estrutura indica de maneira clara a carga de colapso da estrutura.
Para os cálculos efetuados neste trabalho, o método Newton-Raphson modificado,
com o emprego do algoritmo de procura de linhas (line search) e controle do comprimento de
arco (arc-lenght control), apresentaram resultados satisfatórios e uma boa frequência de con-
vergência, sendo empregado para solução de todas as vigas numericamente estudadas.
3.11 Metodologias do CEB/FIP Model Code:2010 para o cálculo das
propriedades elásticas e mecânicas do concreto
Para o cálculo das propriedades elásticas e mecânicas do concreto necessárias ao
processo de análise numérica, o CEB/FIP Model Code:2010 constituiu, com base em inúmeros
comparativos experimentais, um conjunto de fórmulas analíticas para obtenção das principais
variáveis necessárias em análises numéricas não-lineares, como módulo de elasticidade, energia
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de fratura a tração e resistência do concreto a tração. A seguir são apresentados os principais
procedimento de cálculo utilizados neste trabalho para a obtenção destes dados:
3.11.1 Módulo de Elasticidade
Para casos em que a resistência à compressão do concreto aos 28 dias é conhecida,
o módulo de elasticidade inicial 𝐸𝑐𝑖 em concretos de resistência inferior a 50 MPa pode ser
estimado pelo CEB/FIP Model Code:2010 através das seguintes expressões:
𝐸𝑐𝑖 = 𝐸𝑐0 · 𝛼𝐸 ·
(︃
8 + 𝑓𝑐𝑘
10
)︃1/3
(3.11.1)
Em que:
𝐸𝑐0=21,5· 103𝑁/𝑚𝑚2
𝑓 ′𝑐-Resistência à compressão do concreto;
Com:
𝛼𝐸 =0,9 - Para agregados de pedra calcária;
Embora apresente boas aproximações de valores experimentais, de acordo com Jira-
tatprasot (2002), fatores como a resistência a compressão, densidade, módulo de elasticidade do
agregado, proporção dos componentes da mistura, tempo e frequência do carregamento, podem
gerar variações nos valores finais do módulo de elasticidade, sendo a obtenção de resultados
experimentais a melhor forma de obter resultados precisos.
Na análise estrutural, o uso do módulo de deformação secante 𝐸𝑐𝑠, obtido através
da equação 3.11.2, pode ainda ser utilizado como uma ferramenta na representação do compor-
tamento elástico do concreto. O uso do módulo de deformação secante é indicado, conforme a
ABNT NBR 8522:2003, desde que seja considerado um valor único do módulo de elasticidade
do concreto à tração e compressão, como são os caso de estado plano de tensão utilizados nesta
análise numérica, conforme representado pelo diagrama da figura 3.20.
𝐸𝑐𝑠 = 0, 8 + 0, 2 ·
(︃
𝑓𝑐′ + 8
88
)︃
· 𝐸𝑐𝑖 (3.11.2)
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Figura 3.20: Equivalência de módulos de elasticidade nos comportamentos à tração e compres-
são. Adaptado de NETO (2015)
Outra prerrogativa indicada na ABNT NBR 8522:2003, prevê ao uso do módulo
de deformação secante a condição de simular a estrutura em seu primeiro carregamento. Esta
característica, se comparada ao estado de carregamento de um ensaio experimental, poderá
também justificar o uso de faixas inferiores do módulo de elasticidade inicial obtido a partir
das fórmulas normativas, tal como os valores utilizados na análise numérica objeto deste tra-
balho.
Para considerar a influência do tempo no aumento do módulo de elasticidade 𝐸𝑐𝑖(𝑡),
o CEB/FIP Model Code:2010 prevê ainda o uso de um multiplicador para ajustar os valores
do módulo nos casos de verificação em que a idade da estrutura é conhecida:
𝛽𝑒(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
{︃
𝑠 ·
[︃
1−
(︂28
𝑡
)︂0,5]︃}︃0,5
(3.11.3)
𝐸𝑐𝑖(𝑡) = 𝛽𝑒(𝑡) · 𝐸𝑐𝑖 (3.11.4)
Com:
s – Coeficiente que depende da classe de resistência do cimento.
s = 0,38 para Classes menores que 32,5 MPa, e 0,25 entre 32,5 MPa e 42,5 MPa.
t – Idade do concreto em dias;
Desta forma, na inexistência de dados experimentais em que o comportamento e
plasticidade do concreto poderiam ser avaliados, tomou-se como premissa na elaboração deste
trabalho o uso de módulos de elasticidade que estejam determinados entre os valores do módulo
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de deformação secante e elasticidade estimados para cada idade dos ensaios.
3.11.2 Coeficiente de Poisson
De Acordo com Pimentel (2005), valores entre 0,15 e 0,22 no coeficiente de poisson
são usualmente utilizados na literatura para representar a relação entre a deformação trans-
versal e longitudinal do concreto. Neste trabalho, para todas as análises numéricas efetuadas,
foram adotados valores entre 0,15 e 0,20, em semelhança a recomendação do CEB/FIP Model
Code:2010.
3.11.3 Resistência à Tração do Concreto
De acordo com o CEB/FIP Model Code:2010, a resistência a tração do concreto
pode ser estimada indiretamente a partir da resistência característica a compressão do concreto
obtida aos 28 dias, sendo para concretos de resistência inferior a 50 MPa representada pela
equação 3.11.5:
𝑓𝑐𝑡𝑚 = 0, 3 · 𝑓 2/3𝑐28 (3.11.5)
Há ainda uma estimativa de possíveis limites máximos e mínimos nos quais as equa-
ções do CEB podem prever, estando a variação representada pelas equações 3.11.6 e 3.11.7:
𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑚𝑖𝑛. = 0, 7 · 𝑓𝑐𝑡𝑚 (3.11.6)
𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑚𝑎𝑥. = 1, 3 · 𝑓𝑐𝑡𝑚 (3.11.7)
Na previsão da possível resistência a tração através dos códigos normativos, o CEB/-
FIP Model Code 2010 ainda prevê a influência do tempo na intensidade de resistência do con-
creto, calculada a partir das equações 3.11.8 e 3.11.9:
𝛽𝑐𝑡(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
{︃
𝑠 ·
[︃
1−
(︂28
𝑡
)︂0,5]︃}︃ 23
(3.11.8)
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Tabela 3.1: Valor base de energia de fratura dependentemente do tamanho do agregado. CEB/-
FIP Model Code 1993
𝑑𝑚𝑎𝑥(mm) 𝐺𝐹0(N/mm)
8 0,025
16 0,030
32 0,058
𝑓𝑐𝑡𝑚(𝑡) = 𝛽𝑐𝑡(𝑡) · 𝑓𝑐𝑡𝑚 (3.11.9)
Sabe-se ainda, que embora a resistência à tração do concreto apresente relações pro-
porcionais com as resistências características à compressão do concreto, certa variação pode ser
esperada relacionada com as propriedades da mistura, tais como a granulometria dos agregados,
fator água/cimento e condições de cura. Desta forma, na parametrização do concreto utilizado
na análise numérica deste trabalho, são atribuídos possíveis desvios relativos às condições da
mistura de até 20% nos valores de 𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑚𝑖𝑛 e 𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑚𝑎𝑥.
3.12 Metodologias para o cálculo da Energia de Fratura do concreto
Em modelos de cálculo por elementos finitos, o processo de fratura do concreto ar-
mado, no qual é representado pela abertura gradual de fissuras no corpo do elemento estrutural,
é numericamente representado pelo conceito de energia de fratura, caracterizada pela relação
tensão normal x abertura de fissura, conforme previamente apresentado na seção 3.4 Modelo
de Amolecimento à Tração do Concreto Armado. De acordo com o CEB/FIP Model
Code 1993, a energia de fratura pode ser estimada a partir da seguinte equação:
𝐺𝐹 = 𝐺𝐹0 ·
(︃
𝑓𝑐
10
)︃0,7
(3.12.1)
Onde:
𝑓𝑐 - Resistência a compressão do concreto, em MPa (N/mm2);
𝐺𝐹 - Energia de Fratura na tração, em N/mm;
𝐺𝐹0 - Valor base de energia de fratura, no qual depende do diâmetro básico do agregado, em
N/mm pela tabela 3.1:
Neste trabalho, uma vez que os concretos selecionados apresentam diâmetros de
agregados variados e específicos que fogem dos valores específicos estabelecidos e tabelados
118
pela tabela 3.1, optou-se pela adoção da equação 3.12.2 recomendada pelo CEB/FIP Model
Code:1993 para estimar o valor base 𝐺𝐹0 de energia de fratura para os casos de agregados 19,
38 e 51 mm:
𝐺𝐹0 = 0, 024 +
0, 0053 · 𝑑0,95𝑚𝑎𝑥
8 (3.12.2)
De acordo com o CEB/FIP Model Code 1993, a energia de fratura irá depender
não somente das propriedades mecânicas do concreto, mas também apresentará variações de-
pendentemente do tamanho da estrutura ou outros aspectos da mistura, podendo apresentar
aproximadamente 30% de desvio com valores experimentais.
Outras formulações, como a apresentada posteriormente na edição de 2010 do CEB/-
FIP Model Code, preveem ainda que a energia de fratura possa ser mais facilmente estimada
se determinada, unicamente, como uma relação direta de testes de tração uniaxiais, conforme
a equação 3.12.3:
𝐺𝐹 = 73 · 𝑓 0,18𝑐𝑚 (3.12.3)
Com:
𝑓𝑐𝑚 - Resistência a compressão média, em MPa (N/mm2), conforme 3.12.4:
𝑓𝑐𝑚 = 𝑓𝑐𝑘 + 8 (3.12.4)
Demais autores, como Bažant & Becq-Giraudon (2002) e Remmel et al. (1994),
também relacionaram os valores energia da fratura baseados na resistência à compressão do
concreto, havendo ainda a consideração do fator água cimento (w/c), tamanho máximo do
agregado 𝐷𝑚𝑎𝑥 e fator de forma do agregado 𝛼0 na equação proposta por Bažant & Becq-
Giraudon (2002):
Bažant & Becq-Giraudon (2002)
𝐺𝐹 = 2, 5 · 𝛼0
(︃
𝑓𝑐
0, 058
)︃0,40
·
(︃
1 + 𝐷𝑚𝑎𝑥1, 94
)︃0,43
·
(︂
𝑤
𝑐
)︂−0,18
(3.12.5)
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Com:
𝐺𝐹 Energia de Fratura à Tração, em N/mm;
𝐷𝑚𝑎𝑥 Tamanho máximo do agregado, em mm;
𝑤/𝑐 Fator água/cimento da mistura;
𝛼0 Fator de forma do agregado - 𝛼0 = 1 para agregados esféricos e 𝛼0 = 1, 12 para agregados
de cantos angulados.
Remmel et al. (1994)
𝐺𝐹 = 0, 065 · 𝑙𝑛
(︃
1 + 𝑓𝑐𝑚10
)︃
(3.12.6)
Para ilustrar a grande variabilidade que o valor da energia de fratura𝐺𝑓 pode ocorrer
entre diversas equações, a figura 3.21 apresenta para inúmeras classes de concreto os valores
obtidos pelas equações apresentadas:
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Figura 3.21: Valores de Energias de Fratura para diversas classes de concreto e métodos empí-
ricos
Observa-se que para todas as equações descritas, o valor da energia de fratura é
diretamente proporcional à resistência do concreto utilizadas pelas equações. Nos cálculos que
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consideram o tamanho do agregado como variável, denota-se ainda que quanto maior o tamanho
do agregado, maior será o valor de energia de fratura. Como exemplo do comparativo da classe
C30, grande variabilidade pode ser encontrada entre os diversos métodos empíricos de estimativa
da energia de fratura𝐺𝐹 , apresentando resultados que vão desde 90,1𝑁𝑚/𝑚2 até 134,6𝑁𝑚/𝑚2
mesmo para materiais similares.
Para a caracterização da energia de fratura a compressão 𝐺𝑐, segundo Feenstra &
Borst (1993), valores de aproximadamente 50 a 100 vezes a energia de fratura a tração 𝐺𝑓
apresentarão resultados satisfatórios em análises numéricas.
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Capítulo 4
ANÁLISE NUMÉRICA DE ENSAIOS EXPERIMENTAIS -
RESULTADOS
Nesta seção, são apresentados e discutidos os resultados da análise numérica de
vigas de concreto armado objeto deste trabalho. Em cada um dos modelos estudados, são
apresentadas as influências dos principais parâmetros constitutivos do concreto relevantes a
resposta estrutural, identificando as melhores estratégias que garantirão comportamentos mais
aproximados aos pares experimentais. As análises partiram dos dados experimentais oferecidos
pelo trabalho de Sherwood (2008), complementando a parametrização necessária para a análise
numérica a partir do CEB/FIP Model Code 1993 e CEB/FIP Model Code 2010.
4.1 Programa Experimental de Referência
Em princípio, o desenvolvimento desta dissertação buscou encontrar um programa
experimental capaz de representar a influência dos mecanismos complementares do concreto
que atuam na resistência ao cisalhamento de vigas sem estribos, com dados suficientes para
a representação numérica dos ensaios experimentais. Na literatura, estão presentes inúmeros
estudos experimentais que apresentam resultados de ensaio de vigas sujeitas ao cisalhamento,
mas poucas referências são encontradas sobre a influência da variação do tamanho do agregado
no cisalhamento, um dos mais significativos aspectos da transferência de cisalhamento em vi-
gas sem estribos. Neste critério, o estudo do Professor Edward Sherwood, desenvolvido em sua
tese de doutorado pela Universidade de Toronto intitulada de One-Way Shear Behaviour of
Large, Lightly-Reinforced Concrete Beams and Slabs (2008), buscou contribuir ao estudo da in-
fluência do agregado, apresentando inúmeros ensaios experimentais com variações no tamanho
do agregado e rupturas por cisalhamento. Em sua pesquisa, Sherwood (2008) buscou relacio-
nar através de campanhas experimentais a influência do efeito das dimensões e tamanho dos
agregados na resistência ao cisalhamento de vigas e lajes de concreto armado, comparando-as
posteriormente com as fórmulas empíricas existentes nos códigos de dimensionamento Ameri-
cano (ACI 318:2014), assim como à resultados obtidos pelo método do campo de compressão
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modificado(MCFT) desenvolvido por Vecchio & Collins (1986).
Os ensaios elaborados por Sherwood (2008) buscaram categorizar as propriedades
em 2 grupos de 8 ensaios de vigas, nos quais apresentavam propriedades equivalentes entre sí, tal
qual dimensões básicas, taxas de armaduras, ausência de estribos e resistência, variando somente
o diâmetro dos agregados e relacionando-os com sua respectiva carga de ruptura e deflexão.
Os grupos de resultados estavam integrados em duas categorias, compreendendo-se: S-Series,
de dimensões 122x363x1800 mm (figura 4.1), e L-Series, com dimensões de 295x1510x9000 mm
(figura 4.2). A análise experimental envolveu o registro dos principais fatores relevantes à res-
posta mecânica de vigas de concreto armado, como dados da mistura, tempos de concretagem,
resultados laboratoriais, geometrias básicas e outras informações relevantes a elaboração do
ensaio. As amostras foram construídas com concreto de resistência normal, distribuídas em
quatro diâmetros de agregados da mistura: 9,5, 19, 38 e 51 mm, compostos por rochas calcárias
britadas. O esquema estático apresentou dois apoios móveis nas duas extremidades das vigas,
apresentando o ponto de aplicação da carga como a única restrição horizontal do modelo. Para
cada tipo de concreto e agregado, dois espécimes foram concretados para contra-prova dos re-
sultados. Os principais dados da mistura e resistências mecânicas obtidas na data do ensaio são
apresentados na tabela 4.1.
Tabela 4.1: Dados de mistura dos concretos utilizados nas análises experimentais de referência.
Sherwood (2008)
Espécime Idade Concreto Densidade 𝑓𝑐𝑘28 𝑓𝑐𝑘*
[Série] [dias] [Classe] [𝑘𝑔/𝑚3] [MPa] [MPa]
L-10N1 97 C25 2430 31,4 38,4
L-10N2 133 C25 2430 31,4 40,4
L-20N1 101 C25 2420 28,5 31,4
L-20N2 156 C25 2420 28,5 33,2
L-40N1 83 C25 2440 27,5 28,1
L-40N2 103 C25 2440 27,5 28,5
L-50N1 29 C35 2460 39,8 41
L-50N2 48 C35 2460 39,8 40,1
S-10N1 480 C25 2430 31,4 41,9
S-10N2 482 C25 2430 31,4 41,9
S-20N1 127 C25 2420 28,5 39,2
S-20N2 133 C25 2420 28,5 38,1
S-40N1 417 C25 2440 27,5 29,1
S-40N2 433 C25 2440 27,5 29,1
S-50N1 169 C35 2460 39,8 43,5
S-50N2 175 C35 2460 39,8 43,5
Legenda:
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S, L – Amostra pequena ou de maior escala;
10, 20, 40,50 – Tamanho nominal dos agregados utilizados no ensaio;
N – Concreto de Resistência normal;
1,2 – Espécime 1 ou 2 da série duplicada.
* – Resultado no dia do ensaio;
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Figura 4.1: Viga de série S - “Small” do programa de análise numérica. Adaptado de Sherwood
(2008)
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Figura 4.2: Viga de série L - “Large” do programa de análise numérica. Adaptado de Sherwood
(2008)
A tensão de escoamento das armaduras foram experimentalmente avaliadas e regis-
tradas, apresentando seus valores de escoamento e área nominal conforme a tabela 4.2.
Tabela 4.2: Dados experimentais das barras de aço utilizadas nos ensaios. Sherwood (2008)
Tipo de Barra 𝜑 Área 𝑓𝑦
[U.S. Size] [mm] [𝑚𝑚2] [MPa]
#3 US 10 71,3 494
20M 20 300 487
30M 30 700 452
Para o registro dos resultados experimentais, as vigas da série S foram conectadas
com dois extensômetros externos capazes de medir a deformação do cisalhamento, assim como
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um transdutor de posição (LVDT) capaz de aferir a flecha no meio do vão. Na série L, 6
extensômetros foram usados na extensão da viga para medir as deformações por cisalhamento,
além de dez trandutores de posição incumbidos de registrar o deslocamento em cinco pontos
espaçados do vão. Nas armaduras longitudinais, extensômetros foram utilizados para registro
das deformações. O carregamento aplicado ao centro do vão atuou entre 5 a 8 estágios de parada,
em que a cada etapa, um período de aproximadamente 50 min foi utilizado para registros das
fissuras e preparo do novo incremento de carga. A disposição dos instrumentos de medida, além
dos principais dados e condições de contorno dos ensaios estão apresentados nas figuras 4.3 e
4.4.
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Figura 4.3: Plano de extensômetros e transdutores utilizados na referência experimental – Série
S
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Figura 4.4: Plano de extensômetros e transdutores utilizados na referência experimental – Série
L
A tabela 4.3 mostra parte dos resultados obtidos por Sherwood na elaboração de
seus ensaios, em que os fatores importantes para a compreensão do comportamento resistente
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do elemento, como carga última, deflexão máxima e cisalhamento atuante, calculado a partir
da razão 𝑉/𝑏 · 𝑑, foram registrados devidamente para cada espécime.
Tabela 4.3: Resultados experimentais obtidos pela campanha de Sheerwood (2008)
Espécime 𝑏𝑤 d Vão 𝑑𝑎𝑔𝑔 𝑃(𝑚á𝑥.) 𝑓𝑙𝑒𝑐ℎ𝑎𝑚𝑎𝑥 𝑉𝑒𝑥𝑝 * * 𝜈𝑒𝑥𝑝 * *
[-] [mm] [mm] [mm] [mm] [kN] [mm] kN [MPa]
L-Series
L-10N1 300 1400 8100 9,5 499 8,505 265 0,63
L-10N2 300 1400 8100 9,5 454 8,1 242 0,58
L-20N1 300 1400 8100 19 499 9,315 265 0,63
L-20N2 300 1400 8100 19 500 9,315 266 0,63
L-40N1 300 1400 8100 38 453 7,695 242 0,58
L-40N2 300 1400 8100 38 545 9,72 288 0,69
L-50N1 300 1400 8100 51 512 8,91 272 0,65
L-50N2 300 1400 8100 51 565 8,505 298 0,71
S-Series
S-10N1 122 280 1620 9,5 72,7 3,483 36,6 1,07
S-10N2 122 280 1620 9,5 76,1 3,888 38,3 1,12
S-20N1 122 280 1620 19 77,7 3,483 39,1 1,15
S-20N2 122 280 1620 19 75,9 3,483 38,2 1,12
S-40N1 122 280 1620 38 83,0 4,698 41,8 1,22
S-40N2 122 280 1620 38 69,3 3,888 34,9 1,02
S-50N1 122 280 1620 51 76,5 4,131 38,5 1,13
S-50N2 122 280 1620 51 80,6 4,212 40,6 1,19
Legenda:
** - Medidos a uma distância 𝑑 horizontal da face da placa de carga.
Embora as amostras tenham suas resistências características demarcadas na data do
ensaio, outros dados de importância para a análise numérica, tal qual módulo de elasticidade,
energia de fratura e resistência a tração, não foram registrados pelo estudo, e portanto, para
a análise numérica objeto deste trabalho, o método do CEB/FIP Model Code, anos de 1993 e
2010 foram utilizados como base para a obtenção destas propriedades de maneira analítica e
indireta.
4.2 Modelos Numéricos
Para a representação numérica da situação experimental, a discretização da malha
nos modelos da série S utilizaram elementos finitos quadráticos de aproximadamente 26x26
mm, mantendo a relação de 1/12 da altura total da viga (330 mm), proporção igualmente
utilizada por outros autores como Albajar (2008) Vecchio & Shim (2004), Pimentel (2008) e
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Feenstra et al (1991). Nos modelos da série L, a proporção de malha contém elementos finitos
quadráticos de aproximadamente 75x75 mm, na ordem de 1/20 da altura total da viga (1510
mm). Em nenhum dos casos, um estudo particular da influencia da malha foi conduzido. As
figuras 4.5 e 4.6 apresentam respectivamente os modelos discretizados para ambos modelos nu-
méricos, identificando as condições de vínculo inseridos na estrutura, posição do carregamento
e linhas de barras longitudinais.
Os modelos foram configurados para apresentar duas restrições verticais nos apoios
das extremidades, além de uma restrição horizontal no ponto de aplicação da carga, evitando
assim possíveis efeitos de hipostaticidade indesejáveis no sistema estrutural. Para respeitar a
posição fiel da aplicação da carga e de apoios, elementos finitos triangulares e com outras po-
ligonais foram utilizados nas regiões de intersecção com elementos quadráticos, garantindo a
geometria idêntica aos ensaios experimentais.
Figura 4.5: Plano de extensômetros e transdutores utilizados na referência experimental – Série
S
Figura 4.6: Plano de extensômetros e transdutores utilizados na referência experimental – Série
L
No processo de simulação numérica, um deslocamento unitário de 0,05 mm foi apli-
cado a cada incremento de carga, mantendo uma sequência de iterações até a convergência da
energia interna do sistema.
Conforme apresentado no capítulo 3, utilizou-se o método Newton-Raphson Modi-
ficado para a solução dos sistemas de equações não lineares, com um critério de convergência
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baseado na energia interna do meio, numa tolerância máxima de 0,001. Para auxiliar o processo
de convergência na resolução numérica, os métodos de Line search e arc-length control foram
também incluídos no procedimento de cálculo, conforme recomendações descritas no manual
do DIANA.
4.3 Análise Numérica das Séries S e L
4.3.1 Calibração do Modelo
O comportamento ideal entre a série experimental e numérica foi obtido através de
análise iterativa entre inúmeras sequências de parâmetros e modelos constitutivos do concreto,
seguindo as recomendações apresentadas na revisão bibliográfica desta dissertação. Inicialmente,
foram comparadas as influências do modelo de fissuração distribuída, energia de fratura a tra-
ção e do fator de retenção ao cisalhamento no comportamento numérico dos modelos das séries
S e L para agregados de 9,5 mm (S-10 e L-10). Esta análise teve como objetivo compreender
a metodologia de calibração que melhor aproximaria os resultados numéricos dos espécimes
de referência, podendo ser, uma vez validada, implementada no restante das amostras. Para a
identificação dos parâmetros iniciais, os dados fornecidos pela campanha experimental foram
utilizados como variáveis fixas, conjuntamente com demais propriedades obtidas a partir de
recomendações do CEB-FIP Model Code 2010, como resistência à tração do concreto, (𝑓𝑐𝑡),
módulo de elasticidade do concreto (𝐸𝑐) e coeficiente de poisson do concreto (𝜈). Os dados ini-
ciais utilizados na calibração dos modelos S-10 e L-10 são apresentados na tabela 4.4. Para todos
os modelos numéricos avaliados, as propriedades das armaduras longitudinais foram mantidas
constantes, sendo o modelo constitutivo estabelecido conforme as tabelas 4.5 e 4.6 respectiva-
mente.
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Tabela 4.4: Parâmetros iniciais utilizados no estudo de calibração dos modelos da série S e L
para agregados de 9,5 mm
Modelos/Espécime S-10 L-10
Propriedades Constitutivas do Concreto
Diâmetro do Agregado 𝑑𝑚𝑎𝑥 [𝑚𝑚] 9,5 9,5
Dados Fornecidos pela Campanha Experimental
Resistência à Compressão na data do Ensaio 𝑓𝑐 [𝑁/𝑚𝑚2] 41,9 38,4
Dados Calculados por Fórmulas Analíticas
Resistência à Tração do Concreto 𝑓𝑐𝑡 [𝑁/𝑚𝑚2] 2,5 2,35
Módulo de Elasticidade Tangente do Concreto 𝐸𝑐 [𝑁/𝑚𝑚2] 27 215 25 000
Coeficiente de Poisson 𝜈 0,15 0,20
Tabela 4.5: Parametrização do aço nas análises numéricas de vigas série S
Propriedades Constitutivas do Aço
Dados Fornecidos pela Campanha Experimental
Tensão de escoamento na data do Ensaio - #3 US 𝑓𝑦= 494 [𝑁/𝑚𝑚2]
Dados Recomendados pelo CEB Model Code 2010
Módulo de Elasticidade Tangente do Aço 𝐸𝑠= 210 000 [𝑁/𝑚𝑚2]
Coeficiente de Poisson 𝜈= 0.3
Critérios do Modelo Constitutivo
Modelo de Escoamento Von Mises
Tabela 4.6: Parametrização do aço nas análises numéricas de vigas série L
Propriedades Constitutivas do Aço
Dados Fornecidos pela Campanha Experimental
Tensão de escoamento na data do Ensaio – 20M 𝑓𝑦= 487 [𝑁/𝑚𝑚2]
Tensão de escoamento na data do Ensaio – 30M 𝑓𝑦= 452 [𝑁/𝑚𝑚2]
Dados Recomendados pelo CEB Model Code 2010
Módulo de Elasticidade Tangente do Aço 𝐸𝑠= 210 000 [𝑁/𝑚𝑚2]
Coeficiente de Poisson 𝜈= 0,3
Critérios do Modelo Constitutivo
Modelo de Escoamento Von Mises
A tabela 4.7 apresenta o resumo da parametrização inicialmente testada nas análises
numéricas das séries S e L, listando quais parâmetros foram mantidos constantes, e quais foram
variados durante a comparação desenvolvida:
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Tabela 4.7: Parametrização testada nas análises numéricas de calibração das séries S e L
1. Comparativo entre Modelos de Deformações Totais
Testes entre modelos de Fissuras Fixas ou Rotacionais
Modelos S-10 L-10
Modelo de Amolecimento à Tração Exponencial Hordijk
𝐺𝑓
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 0,049 0,040
Modelo de Amolecimento à Compressão Parabólico Parabólico
𝐺𝑐
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 3,000 6,000
Critério de Retenção do Cisalhamento Constante (Fixo)N/A (Rotativo)
Constante (Fixo)
N/A (Rotativo)
𝛽
0,010 (Fixo)
N/A (Rotativo)
0,033 (Fixo)
N/A (Rotativo)
2. Influência da Energia de Fratura a Tração
Testes entre Valores de 𝐺𝑓
Modelos S-10 L-10
Modelo de Amolecimento à Tração Exponencial Hordijk
𝐺𝑓
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 4 Faixas de 𝐺𝑓 testadas 5 Faixas de 𝐺𝑓 testadas
Modelo de Amolecimento à Compressão Parabólico Parabólico
𝐺𝑐
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 3,000 6,000
Critério de Retenção do Cisalhamento Constante Constante
𝛽 0,010 0,033
3. Influência do Fator de Retenção ao Cisalhamento
Testes entre Valores de 𝛽
Modelos S-10 L-10
Modelo de Amolecimento à Tração Exponencial Hordijk
𝐺𝑓
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 0,049 0,040
Modelo de Amolecimento à Compressão Parabólico Parabólico
𝐺𝑐
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 3,000 6,000
Critério de Retenção do Cisalhamento Constante Constante
𝛽 5 opções de 𝛽 testadas 5 opções de 𝛽 testadas
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4.3.1.1 Influência do Modelo de Fissuração Distribuida
Nesta seção, são comparadas nas séries S e L a influência dos modelos constitutivos
de fissuração distribuída, baseados no método de deformações totais apresentados na bibliogra-
fia deste trabalho. As figuras 4.7 e 4.8 apresentam as curvas carga-deslocamento comparativa
entre os modelos de fissuras fixas e rotacionais, mantendo-se constante todos os outros parâ-
metros apresentados pelas tabelas 4.4 e 4.7 para as vigas com agregados de 9,5 mm.
No comportamento das fissuras rotacionais da série S, observa-se uma resposta pouco
rígida ao cisalhamento, rompendo prematuramente para deformações similares ao resultado ex-
perimental, conforme apresentado pela figura 4.7.
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Figura 4.7: Curvas carga x deslocamento comparativa dos modelos de fissuração distribuida –
Série S - agregados de 9,5 mm
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Figura 4.8: Curvas carga x deslocamento comparativa dos modelos de fissuração distribuida –
Série L - agregados de 9,5 mm
Analisando-se os resultados da série L apresentados pela figura 4.8, a última iteração
convertida foi a obtida em uma deflexão de 10 mm, quase 2 mm a mais do que o comportamento
ideal. A faixa da carga de ruptura foi aproximadamente similar ao comportamento experimental,
não apresentando contudo uma evolução do carregamento condizente ao modelo experimental.
Comparando-se as alternativas fixas e rotacionais, é possível relacionar uma maior rigidez ao
cisalhamento do modelo de fissuras fixas com o uso do parâmetro de retenção de cisalhamento
𝛽, que utiliza tensões de cisalhamento nas fissuras para a solução do sistema de equações. No
caso das vigas sem armaduras de cisalhamento objeto deste trabalho, esta característica pro-
vém melhor representatividade dos fenômenos internos do concreto para conter o cisalhamento,
trazendo aproximações numéricas-experimentais mais adequadas.
4.3.1.2 Influência da Energia de Fratura à Tração
Para avaliação da influência da energia de fratura a tração na resposta estrutural,
as figuras 4.9 e 4.10 apresentam o comportamento carga-deslocamento de hipóteses de energia
de fratura de ambos modelos estudados, comparando o desempenho numérico dos casos S e
L aos seus pares experimentais. Conforme apresentado no capítulo 3, inúmeros fatores podem
influênciar a correta previsão analítica da energia de fratura por métodos indiretos, sendo
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necessário na ausência de ensaios específicos, um processo de tentativas para a obtenção do
comportamento mais representativo. Foram avaliadas de 4 a 5 faixas de energia de fratura a
tração, partindo do valor inicial recomendado pelo CEB/FIP Model Code:1993 até 40% de
redução para as vigas da série L, conforme relação de opções apresentadas pelas tabelas 4.8 e
4.9.
Tabela 4.8: Valores de Energia de Fratura à tração utilizados na análise paramétrica - Série S
100%𝐺𝑓 90%𝐺𝑓 80%𝐺𝑓 70%𝐺𝑓
𝐺𝑓
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 0,068 0,061 0,054 0,049
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Figura 4.9: Curvas carga x deslocamento para quatro faixas de energia de fratura – Série S -
agregados de 9,5 mm
Tabela 4.9: Valores de Energia de Fratura à tração utilizados na análise paramétrica - Série L
100%𝐺𝑓 90%𝐺𝑓 80%𝐺𝑓 70%𝐺𝑓 60%𝐺𝑓
𝐺𝑓
[𝑁.𝑚𝑚/𝑚𝑚2] 0,068 0,061 0,054 0,049 0,040
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Figura 4.10: Curvas carga x deslocamento para quatro faixas de energia de fratura – Série L -
agregados de 9,5 mm
Com base na análise paramétrica, nota-se que para os modelos estudados, o aumento
da energia de fratura acaba por reduzir proporcionalmente a capacidade de carga das vigas
analisadas, apresentando reduções de 30 – 40% da energia de fratura a tração para melhor se
aproximar da resposta experimental.
4.3.1.3 Influência do Fator de Retenção ao Cisalhamento
Nas figuras 4.11 e 4.12 são apresentadas comparações entre 5 alternativas de fator
de retenção ao cisalhamento constante 𝛽 para as vigas com agregados 9,5 mm das séries S e L,
conforme discriminado pela tabela 4.7.
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Figura 4.11: Curvas carga x deslocamento para cinco faixas de 𝛽 – Série S - agregados de 9,5
mm
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Figura 4.12: Curvas carga x deslocamento para cinco faixas de 𝛽 – Série L - agregados de 9,5
mm
Nos modelos avaliados, é possível perceber uma relação proporcional entre o au-
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mento do valor de 𝛽 e maiores capacidades de carga do modelo, em que também apresentam
maior capacidade em deformar-se no período de carregamento. Este aspecto trata por confir-
mar o critério que estabelece melhor o desempenho do modelo de fissuras fixas em representar
o fenômeno resistente ao cisalhamento por mecanismos internos. Conforme abordado na bibli-
ografia deste trabalho, o fator 𝛽 está diretamente relacionado a capacidade do elemento finito
em adicionar tensões de cisalhamento na borda da fissura para adquirir uma nova condição
de equilíbrio, o que melhor representa o comportamento real do concreto sob ruptura a força
cortante. A medida que o valor de 𝛽 aumenta, a rigidez ao cisalhamento gradualmente cresce,
fazendo com que vigas não armadas transversalmente melhorem significativamente seu desem-
penho estrutural.
4.3.2 Resultados das Análises
Dos comparativos acima apresentados, os estudos paramétricos buscaram encontrar
os melhores critérios de representação experimental a partir dos modelos constitutivos aborda-
dos na revisão bibliográfica, auxiliando o prosseguimento das demais análises abordadas neste
trabalho. Dos estudos conduzidos, o modelo calibrado foi aquele que, dentre os principais parâ-
metros acima discutidos, melhor representa os comportamentos experimentais publicados por
Sherwood (2008), não somente referente à aproximação da curva carga x deslocamento, mas
também relativo a demais condições do equilíbrio, como deformação na armadura longitudinal
inferior e panorama de fissuração. A calibração final e ideal entre parâmetros, que atende a
similaridade experimental, estão apresentas pelas tabelas 4.10 e 4.11. Nas seções abaixo, são
apresentadas as comparações entre o modelo numérico e experimental referente ao comporta-
mento carga x deslocamento, deformação na armadura inferior e panorama de fissuras:
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4.3.2.1 Carga x Deslocamento
Série S
As figuras 4.13 à 4.16 apresentam o comportamento carga x deslocamento dos mo-
delos numéricos da série S para os concretos com agregados variando de 9,5 mm à 51 mm,
comparando-os com os modelos de referência de Sherwood (2008). Nas imagens apresentadas,
as curvas tracejadas referem-se aos resultados experimentais, prova (N1) e contra-prova (N2),
que servem de comparativo ao estudo numérico objeto desta dissertação. O valor do modelo
numérico, que servirá de referência para os estudos de cisalhamento e panoramas de fissuras
aqui analisados, estão representados pela curva contínua, que demarca o início do deslocamento
aplicado ao modelo numérico, até seu momento de ruptura:
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Figura 4.13: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 9,5 mm – Série S -
𝑓 ′𝑐=41,9 MPa
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Figura 4.14: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 19 mm – Série S -
𝑓 ′𝑐=38,6 MPa
Pelas curvas dos modelos de 9,5 mm e 19 mm respectivamente, identifica-se um
comportamento levemente mais rígido no início da curva, sobretudo relacionado ao compor-
tamento linear inicial do concreto parametrizado. Após o início da fissuração, os espécimes
perdem rigidez e desenvolvem seu comportamento de maneira similar aos modelos experimen-
tais de referência, obtendo uma carga última próxima do seu valor experimental. Nos dois casos
apresentados, a inexistência de um patamar de carga constante, com sequencial acréscimo de
deslocamento, identificam a incidência de uma possível ruptura por cisalhamento, frágil, similar
aos comportamentos experimentais reportados por Sherwood (2008).
141
Deslocamento - [mm]
Numérico - Calibrado
S-40N2 - Experimental
S-40N1 - Experimental
C
a
r
g
a
 -
 [
k
N
]
Deslocamento - [mm]
0
0
100
80
60
40
20
1 2 3 4 5
Figura 4.15: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 38 mm – Série S -
𝑓 ′𝑐=29,1 MPa
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Figura 4.16: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 51 mm – Série S -
𝑓 ′𝑐=43,5 MPa
Nos modelos calculados com agregados de 38 e 51 mm, o comportamento rígido do
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modelo numérico, se comparados aos ensaios experimentais, é ainda mais explícito do que nas
curvas anteriores, mantendo contudo um comportamento próximo da curva experimental em
todo o desenvolvimento da análise. Nos modelos da série S, o pico da curva correspondeu ao
momento de divergência numérica, não apresentando um comportamento numérico pós-pico.
Tal como nos modelos de 9,5 e 19 mm, o desenvolvimento constante e crescente destas curvas,
com um aparente término do carregamento de forma abrupta, também evidenciam a boa repre-
sentação da ruptura por cisalhamento registrada pelas campanhas experimentais de referência.
Nas análises conduzidas, o valor do módulo de elasticidade da série S apresentou
direta relação com a rigidez do modelo numérico, sobretudo influenciando a inclinação da curva
no início do carregamento. Para a obtenção dos resultados calibrados, valores mínimos do mó-
dulo de elasticidade recomendados pelo CEB/FIP Model Code 2010 foram utilizados, e boas
aproximações entre os comportamentos numéricos e experimentais puderam ser obtidas.
Série L
A seguir são apresentadas para as vigas da série L os resultados comparativos numé-
ricos - experimentais do comportamento carga x deslocamento para os modelos com agregados
de 9,5 à 51 mm:
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Figura 4.17: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 9,5 mm – Série L -
𝑓 ′𝑐=39,3 MPa
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Figura 4.18: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 19 mm – Série L -
𝑓 ′𝑐=31,4 MPa
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Figura 4.19: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 38 mm – Série L -
𝑓 ′𝑐=28,3 MPa
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Figura 4.20: Curvas carga x deslocamento para viga com agregados de 51 mm – Série L -
𝑓 ′𝑐=40,1 MPa
Para as quatro análises numéricas conduzidas da série L, as condições de equiva-
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lência entre os modelos numéricos e experimentais apresentaram características bem similares:
Nos modelos numéricos calibrados, a resposta estrutural apresentou um comportamento já bem
próximo da rigidez dos modelos experimentais em todo o desenvolvimento da curva, não ha-
vendo discrepâncias no início do carregamento referente a escolha do módulo de elasticidade.
Tanto para os modelos da série S como os da série L, boas concordâncias entre o
comportamento numérico e experimental puderam ser observados, essencialmente relacionada
com a boa aproximação dos deslocamentos últimos e na carga de ruptura, apresentando em
todos os casos uma ruptura frágil, sem ductilidade, conforme esperados em estados limites do
cisalhamento.
No estudo do engrenamento, a variação entre o comportamento das vigas com dife-
rentes diâmetros de agregado pode ser relacionada com os resultados apresentados para as vigas
com agregados de 9,5 mm e 51 mm, extremos da campanha de análise, no qual apresentam
menos de 2,0 MPa de diferença na resistência experimental do concreto. No comparativo dos
modelos da série S, é possível notar uma constância na carga última e ductilidade dos modelos
da série S, preservando patamares similares de carga e deslocamento último. Já para a série L,
o ganho de resistência houve maior relevância quando observadas as cargas últimas de ambas,
com aproximadamente 100 kN de diferença entre médias. Em relação à deflexão última, os mo-
delos da série L também apresentaram ductilidades similares, não havendo grandes variações
no momento de ruptura.
Nas demais análises, a comparação direta entre os casos de 19 mm e 38 mm diâ-
metros passa a não ser recomendada, uma vez que os concretos rompidos na data do ensaio
apresentaram diferenças relevantes em sua resistência característica. Ainda assim, outros com-
parativos indiretos podem ser efetuados, como entre os de vigas com diâmetros de 9,5 mm e 38
mm: Nota-se que apesar do concreto destes dois casos sofrer uma redução de 𝑓 ′𝑐=41,9 MPa à
𝑓 ′𝑐=29,1 MPa da série S e 𝑓 ′𝑐=39,3 MPa à 𝑓 ′𝑐=28,3 MPa na série L, o aumento no diâmetro do
agregado pôde possivelmente evitar que a viga, com as mesmas geometrias e condições de con-
torno, apresente uma redução na capacidade resistente ao cisalhamento, trazendo uma ruptura
proporcionalmente similar para os modelos da série S e ainda um aumento de carga última
da série L, mesmo com a redução na resistência à compressão do concreto entre as séries. Nos
modelos da série L, o pico da curva apresentou um comportamento em que a máxima carga
atuante correspondia ao máximo deslocamento sofrido no meio do vão. Após o pico, os resul-
tados apresentavam uma redução gradual do carregamento atuante, conjuntamente com uma
gradual redução no deslocamento do meio do vão, até que as iterações fossem interrompidas
quando a curva retornasse à até 30 - 40% do carregamento máximo.
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4.3.2.2 Deformação na Armadura Inferior
O comportamento das armaduras longitudinais do modelo, referente as deformações
axiais sofridas durante o binário de equilíbrio de vigas sujeitas a flexão, pode ser observado
para as vigas em análise conforme as figuras 4.21 a 4.24. Os valores foram comparados com
extensômetros fixos nas armaduras ao centro do vão das vigas ensaiadas por Sherwood (2008):
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Figura 4.21: Curvas carga x deslocamento para agregados de 9,5 e 19 mm – Série S
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Figura 4.22: Curvas carga x deslocamento para agregados de 38 e 51 mm – Série S
147
Numérico - Calibrado
L-10N2 - Experimental
L-10N1 - Experimental
600
500
400
300
200
100
0,0005 0,0015 0,0020,001
C
a
r
g
a
 -
 [
k
N
]
Deformação na Armadura
Numérico - Calibrado
L-20N2 - Experimental
L-20N1 - Experimental
600
500
400
300
200
100
0,0005 0,0015 0,0020,001
C
a
r
g
a
 -
 [
k
N
]
Deformação na Armadura
0
0
0
0
Figura 4.23: Curvas carga x deslocamento para agregados de 9,5 e 19 mm – Série L
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Figura 4.24: Curvas carga x deslocamento para agregados de 38 e 51 mm – Série L
O comparativo numérico e experimental das armaduras buscou relacionar as defor-
mações sofridas com a resposta estrutural do modelo, garantindo que nenhuma equivalência
entre curvas seja obtida através de diferentes fenômenos resistentes, como rupturas a flexão,
garantindo que a carga última por cisalhamento ocorrida nos ensaios experimentais seja pre-
servada. Pelos resultados apresentados, nota-se que apesar dos modelos numéricos tenderem a
comportamentos mais rígidos do que os respectivos valores experimentais, boas aproximações
puderam ser numericamente registradas, preservando as condições de deformação e ruptura do
modelo da referência experimental.
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4.3.2.3 Panorama de Fissuras
Como parte do estudo de calibração numérica, as figuras 4.25 e 4.26 mostram o
aspecto de fissuração ocorrente nas vigas da série S e L sendo observado no momento próximo a
carga de ruptura por fissura crítica. No estudo paramétrico, a correta locação de fissuras entre os
modelos numéricos e experimentais é um importante fator ao estudo dos mecanismos resistentes
ao cisalhamento, garantindo uma clara identificação da geometria da zona comprimida. Nos
resultados apresentados, nota-se uma boa aproximação dos modelos numéricos e experimentais,
apresentando direções e proporções equivalentes de fissuras. Na inclinação da fissura crítica, a
influência do diâmetro do agregado pôde também ser identificada se comparados os modelos
entre 9,5 mm até 51 mm, no qual reduz escalonamente sua inclinação a medida que o tamanho
nominal do agregado aumenta para a série S, apresentando pouca alteração na inclinação da
fissura da série L. Esta condição é explorada por Collins & Vecchio (1986) nas formulações
da Teoria do Campo de Compressão Modificado (Modified Compression Field Teory) (MCFT)
através da equação 4.3.1. Conforme apresentado pelos resultados da tabela 4.12, nas fórmulas
empíricas propostas pelo método, é possível identificar um discreto decréscimo no valor estimado
de inclinação de fissuras a medida que se aumenta o tamanho máximo do agregado na mistura:
Tabela 4.12: Cálculo analítico do MCFT para previsão de inclinação de fissuras da série S e L
𝑑𝑎𝑔𝑔 𝑑𝑣 𝑠𝑥𝑒 𝛽 𝜀𝑥 𝜃
[mm] [mm] [mm] [-] [-] [-]
S-10N1 9,5 252 346 0,13 0,00128 38,7∘
S-10N2 9,5 252 346 0,13 0,00134 39,1∘
S-20N1 19 252 252 0,14 0,00137 37,8∘
S-20N2 19 252 252 0,14 0,00134 37,6∘
S-40N1 38 252 214 0,13 0,00146 37,9∘
S-40N2 38 252 214 0,15 0,00122 36,3∘
S-50N1 51 252 214 0,14 0,00135 37,1∘
S-50N2 51 252 214 0,14 0,00142 37,6∘
L-10N1 9,5 1260 1728 0,09 0,000726 53,5∘
L-10N2 9,5 1260 1728 0,10 0,000661 52,8∘
L-20N1 19 1260 1260 0,11 0,000729 47,1∘
L-20N2 19 1260 1260 0,11 0,000727 47,2∘
L-40N1 38 1260 817 0,14 0,000660 40,6∘
L-40N2 38 1260 817 0,13 0,000792 41,7∘
L-50N1 51 1260 658 0,15 0,000745 39,1∘
L-50N2 51 1260 658 0,14 0,000820 39,7∘
𝜃 = (29∘ + 7000 · 𝜀𝑥) ·
(︂
0, 88 + 𝑠𝑥𝑒2500
)︂
≤ 75∘ (4.3.1)
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Com:
𝑑𝑎𝑔𝑔 - Diâmetro máximo de agregado na mistura;
𝜀𝑥 - Deformação na direção x;
𝑠𝑥𝑒 - Parâmetro de espaçamento de fissuras - Calculado conforme 2.7.18;
𝑑𝑣 - Altura efetiva ao cisalhamento, sendo o maior valor entre 0, 9𝑑 e 0, 72ℎ;
𝛽 - Fator de retenção do cisalhamento;
𝜃 - - Ângulo de inclinação da fissura;
Panorama de fissuração do modelo com agregados de 9,5 mm Panorama de fissuração do modelo com agregados de 19 mm
Panorama de fissuração do modelo com agregados de 38 mm Panorama de fissuração do modelo com agregados de 51 mm
Figura 4.25: Comparativo numérico – experimental para vigas de agregados de 9,5 mm a 51
mm – Série S
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Panorama de fissuração do modelo com agregados de 9,5 mm Panorama de fissuração do modelo com agregados de 19 mm
Panorama de fissuração do modelo com agregados de 38 mm Panorama de fissuração do modelo com agregados de 51 mm
Figura 4.26: Comparativo numérico – experimental para vigas de agregados de 9,5 mm a 51
mm – Série L
4.3.3 Parcelas de Cisalhamento Resistidas por cada Mecanismo Interno do Con-
creto
Os comportamentos e derivações das parcelas resistentes ao cisalhamento por meca-
nismos internos do concreto, nos instantes imediatos que antecedem a ruptura, foram obtidos a
partir de dois levantamentos distintos inerentes a análise numérica: O primeiro deles, a identifi-
cação da faixa comprimida do concreto logo acima da formação da fissura crítica, e o outro pelo
levantamento da força cortante atuante na armadura longitudinal, identificada como o efeito
pino resistente ao cisalhamento. As figuras 4.27 a 4.34 identificam para as 8 vigas da série S e
L a distribuição de tensões horizontais de compressão ocorrentes no corpo da viga, conjunta-
mente com o panorama de cisalhamento distribuído na zona acima da fissura em duas seções
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de referência: A primeira delas na proximidade da carga (A), próxima ao topo da fissura crítica
de cisalhamento, e a segunda a uma distância “d” do centro do vão (B), adotadas por escolha
do autor. Nestes estudos, a tomada de linhas definidas de referência passa a ser relevante, pois
facilmente discrimina a influência de cada uma das parcelas em diversas distâncias dos apoios,
evitando leituras inconsistentes sobre a real influência de cada um dos mecanismos na força
cortante total.
Para cada linha de referência, foram identificadas as tensões 𝑆𝑥𝑦 transferidas pela
zona de compressão, integrando-se o valor das tensões de cisalhamento 𝜏 pela área comprimida
A para obtenção da força cortante transmitida pela seção acima da fissura, conforme a equação
4.3.2:
𝑉𝑧𝑐 =
∫︁ ℎ/2
−ℎ/2
𝜏𝑑𝐴 (4.3.2)
No procedimento de análise numérica, as etapas de identificação das parcelas de
cisalhamento procederam-se pelo seguinte critério: Primeiramente, são identificadas as regiões
íntegras e não fissuradas da zona comprimida acima da fissura crítica identificadas através
do diagrama de tensões de compressão na direção horizontal da peça 𝑆𝑥𝑥, e com a correta
coordenada de onde as tensões de compressão começam a serem substituídas pelas de tração,
delimita-se o fim da zona comprimida. Esta premissa passa a ser importante, pois como se
nota a partir das distribuições de cisalhamento transferido pelo corpo da viga, no modelo de
fissuração distribuída também podem ser observadas tensões de cisalhamento atuantes onde a
fissuração já ocorreu. Assim, quando devidamente limitada a coordenada de onde as tensões
de compressão não mais são identificadas, o procedimento numérico garante melhor precisão e
eficiência na derivação das parcelas resistentes ao cisalhamento.
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Figura 4.27: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 9,5
mm – Série “S- 𝑓 ′𝑐=41,9 MPa
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Figura 4.28: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 19
mm – Série “S- 𝑓 ′𝑐=38,6 MPa
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Figura 4.29: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 38
mm – Série “S- 𝑓 ′𝑐=29,1 MPa
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Figura 4.30: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 51
mm – Série “S- 𝑓 ′𝑐=43,5 MPa
Pela distribuição de tensões de cisalhamento 𝑆𝑥𝑦 obtidas nas seções A e B da série
S, identifica-se que quanto mais próximos do pico da fissura crítica forem feitas as leituras das
tensões, menor será a área da zona comprimida, acrescendo a intensidade das tensões de cisa-
lhamento transmitidas acima da fissura. Nos pontos próximos do centro do vão, as tensões de
esmagamento também ficam mais concentradas, alcançando quase 50% da tensão máxima do
concreto à compressão 𝑓 ′𝑐. Para a seção B, localizada a uma distância d do ponto de aplicação
da carga, as tensões máximas apresentam menor intensidade, o que pode ser condicionado a
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uma maior área comprimida acima da fissura.
Para os resultados da série L, as figuras 4.31 à 4.34 apresentam a distribuição de
tensões de compressão na direção horizontal da peça 𝑆𝑥𝑥, tensões de cisalhamento atuante no
meio 𝑆𝑥𝑦 e força cortante atuante no pino respectivamente, tal como apresentado pela série S :
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A B
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0,05 kN
4,25 kN
6,90 kN
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Figura 4.31: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 9,5
mm – Série L - 𝑓 ′𝑐=39,3 MPa
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Figura 4.32: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 19
mm – Série L - 𝑓 ′𝑐=31,4 MPa
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Figura 4.33: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 38
mm – Série L - 𝑓 ′𝑐=28,3 MPa
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Figura 4.34: Tensões de compressão, cisalhamento e efeito pino para vigas de agregados de 51
mm – Série L - 𝑓 ′𝑐=40,1 MPa
Pelos resultados obtidos, é possível observar que as tensões de compressão e cisa-
lhamento nas seções A e B da série L também apresentam uma redução na sua intensidade a
medida que a área comprimida é maior, isto condicionado à posição da fissura que se desenvolve
de baixo para cima, do apoio até o ponto de carga. Diferentemente da série S, as vigas de maior
escala da série L apresentaram uma inferior intensidade de tensão de cisalhamento transferida
pela zona comprimida, mesmo com intensidades de carregamento externo muito maiores do que
série S.
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Com base nas análises apresentadas, a tabela 4.13 estabelece para as seções de re-
ferência estudadas das vigas da série S e L, a quantificação de força cortante transferida por
cada um dos mecanismos complementares do concreto. Neste estudo, o procedimento consiste
em identificar a parcela de cisalhamento transferido pela zona comprimida 𝑉𝑠𝑐, e efeito pino
𝑉𝑝𝑖𝑛𝑜 das vigas analisadas, e a partir da subtração dos termos 𝑉𝑎𝑔𝑔 = 𝑉𝑢−𝑉𝑠𝑐−𝑉𝑝𝑖𝑛𝑜, calcular a
contribuição média de força cortante média pelo engrenamento dos agregados 𝑉𝑎𝑔𝑔 pela média
das contribuições de força cortante na zona comprimida 𝑉𝑠𝑐 e efeito pino nas seções de referência
A e B:
Tabela 4.13: Parcelas de força cortante, obtida pela análise numérica, de cada um dos mecanis-
mos resistentes internos do concreto
𝑉𝑢 Seção 𝑉𝑠𝑐 %𝑉𝑠𝑐 𝑉𝑠𝑐 𝑉𝑝𝑖𝑛𝑜 𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔
[kN] - [kN] [%] [%] [kN] [kN] [%] [%]
A 17,6 48,7 0,55 17,95 49,7S-10 36,1 B 28,5 78,9 63,8 1,05 6,55 18,0 33,8
A 16,7 44,6 1,15 19,55 52,0S-20 37,4 B 21,0 56,1 50,3 4,85 11,5 30,7 41,3
A 16,1 47,3 1,25 16,65 49,0S-40 34,0 B 24,1 70,9 59,1 0,50 9,4 27,6 38,3
A 13,4 32,5 1,05 26,75 65,0S-50 41,2 B 29,7 72,1 52,3 0,75 10,75 26,1 45,5
A 102 39,3 4,30 153,3 59,0L-10 259,6 B 92,7 35,7 37,5 6,90 160 62,0 60,5
A 106,9 42,2 2,00 145,5 57,0L-20 254,4 B 117,5 46,2 44,1 5,42 131,5 52,0 54,4
A 94,3 33,6 4,30 181,8 65,0L-40 280,4 B 159 56,7 45,1 2,75 118,6 42,3 53,6
A 81,9 28,4 8,11 198,6 68,8L-50 288,6 B 57,1 19,8 24,1 7,90 223,6 77,5 73,1
Comparando-se os valores obtidos em cada fenômeno resistente, observa-se um au-
mento gradativo da parcela de engrenamentos dos agregados a medida que o diâmetro máximo
do agregado na mistura aumenta, conforme apresentada pela última coluna iniciada por %𝑉𝑎𝑔𝑔.
Os resultados da série S identificam uma predominância de 34 a 46% da força cortante resistida
pelo fenômeno de engrenamento, inversamente crescente para com a parcela da zona compri-
mida, que decresce gradativamente com o aumento no tamanho do agregado. Na série L de
resultados, a predominância do engrenamento é evidente em mais da metade da força cortante
resistente, representada pela faixa entre 54 a 73% da força cortante total. Observando o mapa
de tensões 𝑆𝑥𝑥 na zona comprimida, observa-se que em nenhum dos modelos apresentados, a
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ruptura pôde ser relacionada com o esmagamento da zona comprimida, apresentando tensões
inferiores ao limite resistente do concreto em cada uma das amostras. No percentual total de
cisalhamento resistente, a parcela referente a zona comprimida foi predominante em todos os
modelos da série S, enquanto que na série L, a maior parte do cisalhamento foi resistida pelo
fenômeno de engrenamento. Nos modelos de agregados com 38 mm, a relação de resultados não
pôde ser diretamente relacionada, uma vez que a faixa de resistência do concreto à compres-
são foi consideravelmente reduzida, apresentando quase 10 MPa de redução com relação aos
demais modelos. Contudo, estes resultados comprovam as conclusões propostas por Walraven
(1981), que descreve, além da influência da resistência do concreto, o importante papel que o
engrenamento dos agregados tem na resistência ao cisalhamento de vigas. Comparando-se os
modelos de agregados de 9,5 e 38 mm, é possível notar que mesmo usando um concreto de
menor capacidade resistente, o uso de agregados de maiores diâmetros pôde garantir, por fim,
cargas similares de ruptura.
Na identificação do efeito pino, dificuldades foram encontradas para prever a correta
posição de incidência da influência das barras no cisalhamento, uma vez que em modelos de
fissura distribuída, a deformação por ela ocasionada se distribui na largura dos elementos finitos,
não definindo uma perfeita linha de corte na barra. Desta forma, são inúmeras as posições que
os picos de força cortante ocorrem na barra longitudinal, apresentando diferentes intensidade
em todo o decorrer da viga. Para evitar leituras inconsistentes da porcentagem de efeito pino
calculada com relação à força cortante total, optou-se portanto em considerar a parcela de
efeito pino nas mesmas seções de referência A e B que foram consideradas as influencias do
cisalhamento pela zona comprimida e o engrenamento dos agregados. De todo modo, a tabela
4.14 mostra os máximos de força cortante que podem ser identificados em outras seções das
vigas analisadas, apresentadas como 𝑉𝑝,𝑚𝑎𝑥 nas figuras 4.27 à 4.34.
Tabela 4.14: Máximas forças cortantes obtidas pelo efeito pino nos resultados das análises
numéricas
𝑉𝑢 𝑉𝑝,𝑚𝑎𝑥. %𝑉𝑝,𝑚𝑎𝑥.
[kN] [kN] [%]
S-10 36,1 4,35 12,0
S-20 37,4 5,50 14,7
S-40 34,0 4,70 13,8
S-50 41,2 7,45 21,9
L-10 259,6 15,30 5,9
L-20 254,4 12,20 4,8
L-40 280,4 11,70 4,2
L-50 288,6 12,90 4,5
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De acordo com os resultados apresentados, nota-se que as vigas de maiores dimen-
sões numericamente avaliadas, como as apresentadas pela série L, não se beneficiaram com
grande relevância do mecanismo resistente a partir do efeito pino, apresentando somente 5% de
contribuição máxima pelo efeito pino.
Para verificar se as cargas máximas obtidas pelo efeito pino poderiam ser a causa
possível de ruptura do modelo numérico, utilizou-se como referência a recomendação do FIB
Bulletin nº43 (2007) de verificação da ruptura transversal de barras longutidinais, através da
equação 4.3.3. A tabela 4.15 apresenta o cálculo obtido da força cortante máxima resistente
para cada um dos casos:
𝐹𝜈𝑟 =
1√
3
· 𝑓𝑦 · 𝐴𝑠 (4.3.3)
Com:
𝐹𝜈𝑟 - Força cortante transversal resistente;
𝐴𝑠 - Área de armadura longitudinal da barra;
𝑓𝑦 - Tensão de Escoamento da armadura;
Tabela 4.15: Cálculo da força cortante máxima resistente pelas barras longitudinais
𝜑 Área 𝑓𝑦 𝐹𝜈𝑟
[mm] [𝑚𝑚2] [MPa] [kN]
10 71,3 494 20,3
30 700 452 182,7
Que aplicando-se nas séries analisadas com as seguintes quantidades de barras,
obtém-se:
Série S: Para 4 𝜑 10 - 𝐹𝜈𝑟 = 81,3 kN
Série L: Para 5 𝜑 30 - 𝐹𝜈𝑟 = 913 kN
Pelos resultados apresentados, em todos os casos analisados, nota-se que a força
cortante máxima atuante nas barras apresentaram valores muito inferiores dos limites resisten-
tes de cada caso. Denotando, assim, que nenhum dos modelos avaliados puderam apresentar
rupturas por cisalhamento da barra longitudinal.
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4.4 Análise Paramétrica
Com base nos resultados numéricos comparados e calibrados a partir das séries ex-
perimentais S e L de Sherwood (2008), uma análise paramétrica foi conduzida no objetivo de
compreender as possíveis influências da escala geométrica dos elementos na resistência ao cisa-
lhamento de vigas sem estribos. Os estudos variaram a proporção a/d das vigas sem estribos,
mantendo constante sempre a ou d para fins comparativos. Demais propriedades, como parâ-
metros do material, condições de contorno e métodos de aplicação de carga, foram mantidas
constantes para evitar variações indesejadas entre a análise paramétrica e os modelos calibrados.
A figura 4.35 apresenta as medidas de a e d adotadas inicialmente em cada um
dos modelos estudados, além da armadura longutidinal das séries S e L conduzidas na análise
paramétrica.
d=280
a=810 a=810
a=4050 a=4050
2 ϕ 20 
9 ϕ 30 
4 ϕ 10 
d=1400
Figura 4.35: Modelos S e L conduzidos na análise paramétrica
Nos primeiros modelos calculados, interrupções numéricas foram observadas nas vi-
gas da série L prévios à carga esperada, a medida que a proporção a/d aumentava. Nestes
resultados, zonas de tração elevada logo acima das armaduras foram observadas, interrom-
pendo o cálculo antes de caracterizar possíveis rupturas à flexão ou cisalhamento. Por esta
razão, optou-se por incrementar a quantidade de armaduras inferiores na série L, de 5𝜑30 para
9𝜑30 em todos os modelos da série numérica paramétrica.
Para definir a melhor forma de efetuar os comparativos, a seguinte metodologia foi
utilizada no desenvolvimento da análise paramétrica:
• Influência do Efeito Escala na Resistência à Força Cortante e Flecha: Valores
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constantes de d, variando em a;
• Influência do Efeito Escala no modelo de ruptura: Valores constantes de d, variando
em a - Comparativo da razão 𝑀𝑓𝑙/𝑀𝑢 (Momento último de ruptura à flexão / momento
último de ruptura por cisalhamento);
• Influência do Efeito Escala no Percentual de Engrenamento dos Agregados:
Valores constantes de a, variando em d para dois materiais calibrados - Concretos de
agregados 9,5 mm e 51 mm;
4.4.1 Influência do Efeito Escala na Resistência à Força Cortante e Flecha
As figuras 4.36 e 4.37 apresentam as variações no carregamento e deslocamento
último das vigas de concreto armado com proporções a/d variando desde 1,0 até 6,0, estudadas
para as séries Small, com agregados de 9,5 mm S-10, e Large, com agregados de 9,5 mm L-10.
Nestas análises, a altura dos elementos foram mantidas constantes em todas as variações a/d
testadas, tornando viável identificar a diferença gradual do vão no comportamento estrutural
das vigas sem estribos.
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Figura 4.36: Comparativo Carga - Deslocamento para proporções a/d entre 1 e 6 – Série “S"
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Figura 4.37: Comparativo Carga - Deslocamento para proporções a/d entre 1 e 6 – Série “L"
Para uma altura d similar, observa-se que tanto nas vigas de série S quanto em
L, a medida que se aumenta a proporção de a, o elemento estrutural tende a aumentar o seu
deslocamento máximo sofrido, reduzindo também sua carga última resistente, identificada pelo
máximo carregamento obtido no ponto de divergência numérica. Este comportamento refere-
se, sobretudo, a gradual perda de rigidez do elemento de viga, apresentando uma progressiva
mudança no panorama de fissuração no ato da ruptura entre as diversas proporções de 𝑎/𝑑
estudadas. Nas figuras 4.38 e 4.39, são apresentadas as fissuras obtidas no momento que an-
tecede as rupturas do modelo numérico, e para ambas séries estudadas, foram demarcadas as
proporções 𝑎/𝑑 recomendadas pelas normas ABNT NBR 6118:2014, CSA.A.23.3:2014 e ACI
318:2014 para sugerir a linha de transição entre o comportamento de viga, demarcada por fissu-
ras mais distribuídas e comportamento dúctil, e comportamento mais rígidos, como em blocos,
que modelos de bielas e tirantes passam a ser mais adequados.
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Figura 4.38: Panorama de fissuras no momento da ruptura de proporções a/d entre 1 e 6 –
Série S
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Figura 4.39: Panorama de fissuras no momento da ruptura de proporções a/d entre 1 e 6 –
Série L
Pelos resultados apresentados, observa-se que a medida que a viga torna-se mais
esbelta, a fissura crítica inclinada, tipicamente relacionada a uma ruptura por cisalhamento, é
gradualmente substituída por um panorama proeminente de fissuras verticais de flexão. Este
comportamento refere-se também à maior ductilidade observada pelas curvas de carga - deslo-
camento para maiores proporções de a/d, em que quanto maior for os valores de a/d, maior a
ductilidade e fissuração distribuída pelo corpo da viga, com consequente redução na rigidez e
capacidade de carga do elemento.
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4.4.2 Influência do Efeito Escala no Modelo de Ruptura
Embora o panorama de fissuração e a ductilidade dos modelos numéricos tragam
sólidas pistas quanto ao tipo de ruptura que ocorre em cada uma das amostras, a influência da
escala de a/d no modo de ruptura dos elementos de viga sem estribos pode também ser compa-
rada com a razão momento último (𝑀𝑢) sobre o momento último resistente para uma ruptura
à flexão (𝑀𝑓𝑙), conforme estudos anteriores de Kani (1967) também apresentado no capítulo 2.
Objetivando a construção de gráficos similares como objeto deste estudo, os valores de 𝑀𝑓𝑙 da
análise foram obtidos a partir de processamentos paralelos das mesmas vigas estudadas, desta
vez armadas com estribos verticais para garantir uma ruptura por flexão, conforme a figura
4.40.
d
d
aa
aa
ϕ 8,0 c/13
ϕ 10 c/21
Figura 4.40: Modelos numéricos das séries S (acima) e L com estribos para o cálculo de 𝑀𝑓𝑙
A modelagem do estribo utilizou elementos do tipo TRUSS (L2TRU), que somente
consideram a influência de tensões axiais, de acordo com o código de elementos finitos do
DIANA, utilizando uma tensão de escoamento de 𝑓𝑦 = 500 𝑁/𝑚𝑚2, módulo de young de 𝐸𝑠 =
210 000 𝑁/𝑚𝑚2 e critério de escoamento de Von Mises.
Para os casos analisados, as figuras 4.41 e 4.42 mostram para as séries S e L respec-
tivamente, os gráficos 𝑀𝑢/𝑀𝑓𝑙 x a/d de vigas de altura constante e vãos diferentes.
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Figura 4.41: Gráfico 𝑀𝑢/𝑀𝑓𝑙 x a/d para diversos comprimentos a - Série S
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Figura 4.42: Gráfico 𝑀𝑢/𝑀𝑓𝑙 x a/d para diversos comprimentos a - Série L
Tal como observado por Kani (1967), quando mantido constante a altura da seção, a
variação do vão para um mesmo modelo de viga tende a apresentar diferentes comportamentos
de ruptura: Para o caso da série S com d= 280 mm, entre 2< a/d <3,5, a ruptura tende a
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gradualmente ocorrer de maneira prematura com relação à capacidade à flexão 𝑀𝑓𝑙, com a
maior diferença entre o momento último 𝑀𝑢 e o momento de ruptura na flexão 𝑀𝑓𝑙 obtido em
a/d =3,5. Nas vigas da série L, a ruptura prematura crescerá somente até a/d 3,0, ocorrendo
neste estágio a maior diferença entre 𝑀𝑢 e 𝑀𝑓𝑙. Após o ponto de inflexão, nas duas séries
analisadas, as vigas novamente tendem a reduzir sua prematuridade de ruptura com relação à
𝑀𝑓𝑙, e uma maior quantidade de fissuras de flexão passa a ser observada. Embora a faixa de
ensaios tenha considerado avanços de a/d de 0,5 em 0,5 em uma faixa de a/d entre 2 e 6, para
as vigas da série L, a capacidade à flexão somente foi atingida para os modelos sem estribos
em proporções próximas à a/d= 8,0, conforme apresentada pela figura 4.42.
4.4.3 Influência do Efeito Escala no Percentual de Engrenamento dos Agregados
Para o estudo e compreensão da influência da altura do elemento no percentual de
engrenamento dos agregados das vigas estudadas, uma terceira série de análises paramétricas
buscou encontrar conclusões sobre a influência da proporção a/d na parcela de força cortante
transmitida pelo engrenamento dos agregados.
Esta medida buscou suprir a evidente ausência de ensaios experimentais com gran-
des variações na proporção a/d com viés comparatórios, sobretudo relacionados à influência
do agregado. Na literatura, alguns importantes comparativos experimentais, que relacionam
a variação do agregado, proporção a/d, e resistência última do elemento estrutural também
podem ser encontrados em Daluga (2018) e Deng (2017) - Já apresentados no capítulo 2.
Para este estudo, os resultados calibrados anteriormente das vigas de série S e L, com
agregados de 9,5 e 51 mm foram selecionados. Além de apresentar uma importante disparidade
entre tamanhos de agregados, outra vantagem na comparação destes dois modelos refere-se
à similar resistência à compressão que estes ensaios apresentaram, dando maior destaque à
influência do agregado nos resultados das duas misturas, conforme também destacado por
Sherwood (2008).
As parcelas calculadas de força cortante a partir de cada contribuição, e o conse-
quente cálculo final da parcela de força cortante por engrenamento pode ser encontrado pelas
tabelas 4.16 e 4.17.
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Tabela 4.16: Análise Paramétrica de Proporções entre a/d= 2.0 até 6.0 - Série S - Resultados
tabelados
𝑉𝑢 Seção 𝑉𝑠𝑐 %𝑉𝑠𝑐 %𝑉𝑠𝑐 𝑉𝑝𝑖𝑛𝑜 𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔
[kN] - kN [%] [%] kN kN [%] [%]
a/d = 6,0 A 5,5 34% 2,4 8,2 51%
agg = 9,5 mm 16,1 B 5,4 34% 34% 1,9 8,8 55% 53%
a/d = 6,0 A 2,9 15% 2,5 13,6 71%
agg = 51 mm 19,0 B 6,5 34% 25% 1,9 10,6 56% 64%
a/d = 5,5 A 7,7 43% 2,6 7,5 42%
agg = 9,5 mm 17,9 B 4,8 27% 35% 5,0 8,0 45% 43%
a/d = 5,5 A 6,3 30% 0,6 14,0 67%
agg = 51 mm 20,9 B 9,5 45% 38% 3,2 8,2 39% 53%
a/d = 5,0 A 7,0 37% 1,1 10,8 57%
agg = 9,5 mm 18,8 B 5,6 29% 33% 5,7 7,5 40% 49%
a/d = 5,0 A 10,8 47% 4,3 8,2 35%
agg = 51 mm 23,3 B 5,2 22% 34% 3,1 15,0 65% 50%
a/d = 4,5 A 7,4 36% 0,4 12,8 62%
agg = 9,5 mm 20,6 B 10,6 51% 44% 2,6 7,4 36% 49%
a/d = 4,5 A 10,2 42% 2,2 12,1 49%
agg = 51 mm 24,5 B 8,7 35% 39% 3,0 12,8 52% 51%
a/d = 4,0 A 9,2 36% 2,3 13,8 54%
agg = 9,5 mm 25,4 B 7,6 30% 33% 3,2 14,6 57% 56%
a/d = 4,0 A 9,0 32% 1,2 18,3 64%
agg = 51 mm 28,5 B 11,2 39% 35% 0,4 16,9 59% 62%
a/d = 3,5 A 10,5 37% 3,3 14,7 52%
agg = 9,5 mm 28,6 B 9,4 33% 35% 2,7 16,4 58% 55%
a/d = 3,5 A 13,0 32% 4,8 22,6 56%
agg = 51 mm 40,3 B 14,2 35% 34% 3,7 22,4 56% 56%
a/d = 3,0
agg = 9,5 mm 32,3 A 14,9 46% 46% 1,1 16,3 50% 50%
a/d = 3,0
agg = 51 mm 36,8 A 13,6 37% 37% 3,7 19,5 53% 53%
a/d = 2,5
agg = 9,5 mm 38,5 A 18,2 47% 47% 1,3 19,1 49% 49%
a/d = 2,5
agg = 51 mm 38,6 A 17,5 45% 45% 1,5 19,5 51% 51%
a/d = 2,0
agg = 9,5 mm 49,2 A 35,7 72% 72% 2,2 11,4 23% 23%
a/d = 2,0
agg = 51 mm 52,4 A 32,3 62% 62% 2,7 17,4 33% 33%
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Tabela 4.17: Análise Paramétrica de Proporções entre a/d= 2.0 até 6.0 - Série L - Resultados
tabelados
𝑉𝑢 Seção 𝑉𝑠𝑐 %𝑉𝑠𝑐 %𝑉𝑠𝑐 𝑉𝑝𝑖𝑛𝑜 𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔 %𝑉𝑎𝑔𝑔
[kN] - [kN] [%] [%] [kN] [kN] [%] [%]
a/d = 6,0 A 63,8 56% 2,1 48,1 42%
agg = 9,5 mm 114,0 B 62,5 55% 55% 4,1 47,4 42% 42%
a/d = 6,0 A 99,1 49% 8,3 96,4 47%
agg = 51 mm 203,8 B 98,7 48% 49% 5,6 99,6 49% 48%
a/d = 5,5 A 97,7 48% 6,9 96,9 48%
agg = 9,5 mm 201,5 B 114,1 57% 53% 4,3 83,1 41% 45%
a/d = 5,5 A 101,4 54% 2,6 85,2 45%
agg = 51 mm 189,2 B 90,8 48% 51% 3,4 95,1 50% 48%
a/d = 5,0 A 129,7 60% 4,2 83,9 39%
agg = 9,5 mm 217,7 B 88,8 41% 50% 8,5 120,4 55% 47%
a/d = 5,0 A 81,8 40% 2,6 119,4 59%
agg = 51 mm 203,8 B 83,7 41% 41% 3,6 116,5 57% 58%
a/d = 4,5 A 62,8 40% 1,7 91,5 59%
agg = 9,5 mm 156,0 B 56,6 36% 38% 5,3 94,0 60% 59%
a/d = 4,5 A 75,8 36% 3,6 128,8 62%
agg = 51 mm 208,2 B 75,5 36% 36% 9,4 123,4 59% 61%
a/d = 4,0 A 62,1 29% 6,7 141,9 67%
agg = 9,5 mm 210,7 B 98,7 47% 38% 4,0 107,9 51% 59%
a/d = 4,0 A 95,8 40% 4,6 138,5 58%
agg = 51 mm 238,9 B 78,6 33% 36% 3,9 156,4 65% 62%
a/d = 3,5 A 140,2 46% 3,8 158,4 52%
agg = 9,5 mm 302,4 B 135,7 45% 46% 2,7 164,0 54% 53%
a/d = 3,5 A 139,7 44% 4,0 173,5 55%
agg = 51 mm 317,3 B 150,1 47% 46% 3,1 164,1 52% 53%
a/d = 3,0 A 126,3 45% 6,3 146,9 53%
agg = 9,5 mm 279,5 B 124,5 45% 45% 2,1 152,8 55% 54%
a/d = 3,0 A 138,6 43% 5,7 180,9 56%
agg = 51 mm 325,1 B 150,2 46% 44% 4,9 170,1 52% 54%
a/d = 2,5 A 244,9 29% 5,1 173,9 41%
agg = 9,5 mm 847,6 B 225,5 27% 28% 6,5 191,8 45% 43%
a/d = 2,5 A 191,4 45% 5,9 225,0 53%
agg = 51 mm 422,3 B 250,5 59% 52% 3,1 168,6 40% 47%
a/d = 2,0 A 290,5 56% 3,4 225,7 43%
agg = 9,5 mm 519,6 B 310,3 60% 58% 2,5 206,8 40% 42%
a/d = 2,0 A 235,8 41% 4,3 339,4 59%
agg = 51 mm 579,5 B 296,7 51% 46% 5,0 277,8 48% 53%
As figuras 4.43 e 4.44 apresentam a variação na porcentagem de engrenamento dos
agregados para as diversas proporções geométricas de a/d das séries S e L, com modelos cali-
brados para agregados graúdos de 9,5 mm e 51 mm respectivamente. Em cada um dos casos,
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são apresentados os comportamentos obtidos que antecedem o momento de ruptura, onde a
fissuração final do elemento já é apresentada, e a distinção entre o cisalhamento transferido
pela zona comprimida, e efeito pino, podem ser melhor definidos.
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Figura 4.43: Gráfico %𝑎𝑔𝑔 x a/d para diversos valores de d - Série S
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Figura 4.44: Gráfico %𝑎𝑔𝑔 x a/d para diversos valores de d - Série L
Pelos resultados apresentados, identifica-se que comparados os resultados entre os
modelos de diferentes agregados, quanto maior a geometria do agregado utilizado na mistura,
maior também será o percentual de engrenamento dos agregados responsável pela resistência
total à força cortante, apresentando a curva %agg x a/d sempre maior para as análises com 51
mm do que nas análises de 9,5 mm. Ainda assim, analisando-se o decorrer das faixas de a/d
para ambas as curvas, notam-se algumas alterações nas porcentagens de engrenamento para as
diferentes faixas de a/d, com contribuições variando de 20% à 65% nos modelos da série S, e
40% à 65% na série L. Dos resultados apresentados, a grande dificuldade no cálculo dos resulta-
dos, referiu-se às diferentes taxas de contribuíções entre as parcelas resistentes ao cisalhamento
que podem ocorrer em diferentes pontos de análise no decorrer da viga: A depender do ponto
escolhido para o cálculo das contribuiçõees, as parcelas apresentarão diferentes contribuições
do percentual de engrenamento dos agregados, sobretudo, relacionada à maior ou menor capa-
cidade da zona comprimida em transmitir o cisalhamento. Por esta razão, o ponto de maior
confiabilidade na obtenção dos resultado, referiu-se ao pico da fissura crítica do cisalhamento,
tomando-se sempre dois pontos distintos para o local de análise. O valor final foi então estimado
a partir da média destes dois resultados na maioria dos modelos estudados, exceto para vigas
entre 2,0 < a/d < 3,0 da série S que, por tratarem de vigas curtas, somente uma seção de
referência foi calculada.
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Com relação ao ganho de resistência total das vigas analisadas, as figuras 4.45 e
4.46 apresentam para todos os casos analisados de a/d os gráficos de carga x deslocamento
dos modelos estudados. Nestes resultados, é possível observar que mesmo mantendo proporções
geométricas e resistências do concreto similares entre os modelos, em todos os casos analisados,
houve um acréscimo da carga última resistente das amostras estudadas para a variação do
diâmetro do agregado na mistura:
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Figura 4.45: Gráfico Carga x Deslocamento de diversas proporções a/d - Série S - Modelos
Calibrados entre de concretos com agregados 𝑎𝑔𝑔 9,5 mm e 51 mm
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Figura 4.46: Gráfico Carga x Deslocamento de diversas proporções a/d - Série L - Modelos
Calibrados entre de concretos com agregados 𝑎𝑔𝑔 9,5 mm e 51 mm
Nas diferentes análises conduzidas, algumas alterações no panorama de fissuras tam-
bém puderam ser percebidas a medida que se alteram a escala das vigas analisadas. Através
das figuras 4.47 e 4.48, notam-se que mesmo com grandes disparidades entre os tamanhos de
agregado na mistura, a proporção da altura (d) foi o parâmetro que mais influenciou na direção
da fissura crítica, obtendo pouca influência do tamanho do agregado nestes casos.
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Figura 4.47: Panorama de fissuras no momento da ruptura de proporções a/d entre 1 e 6 com
variações em a – Série S
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Figura 4.48: Panorama de fissuras no momento da ruptura de proporções a/d entre 1 e 6 com
variações em a – Série L
Relacionando os panoramas de fissuras das análises com as diferentes porcentagens
de influência do engrenamento dos agregados apresentados pelas figuras 4.43 e 4.44, identifica-
se que no pico da curva %𝑎𝑔𝑔 x a/d, os padrões de fissura também tendem a situar-se numa
aparente zona de transição: Na faixa de resultados entre 3,5 < a/d < 4,5, há a gradual passagem
de fissuras típicas de cisalhamento para fissuras aparentemente mais distribuídas, tal como em
modelos de viga, o que explica o aumento da ductilidade a medida que se aumenta a proporção
de a/d.
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Capítulo 5
PREVISÃO DA PARCELA RESISTENTE AO
CISALHAMENTO DO CONCRETO PELAS NORMAS
TÉCNICAS
Parte importante do estudo de cisalhamento em vigas de concreto armado refere-se
a compreensão das metodologias utilizadas nas normas técnicas nacionais e internacionais sobre
a previsão da parcela resistente do concreto ao cisalhamento. De acordo com o ACI 318:2014,
CEB-FIP Model Code:2010, ABNT NBR 6118:2014 e CSA.A.23.3:2014, a parcela resistida pela
armadura transversal é usualmente dimensionada para resistir a todo e qualquer excedente de
cisalhamento que os mecanismos internos resistentes do concreto não são capazes de suprir,
conforme estabelecido pela equação 5.0.1:
𝑉𝑠 = 𝑉𝑢 − 𝑉𝑐 (5.0.1)
Com:
𝑉𝑢 - Força Cortante Resistente Total;
𝑉𝑠 - Força Cortante Resistente através de armaduras transversais;
𝑉𝑐 - Força Cortante resistente através de mecanismos internos do concreto;
Por direta condição de igualdade, é possível perceber que caso os mecanismos resis-
tentes internos do concreto 𝑉𝑐 sejam superestimados, ou seja, apresentarem valores superiores
aos quais seus respectivos modelos experimentais representariam, esta condição poderá resultar
em vigas com relevante ausência de armadura transversal, condicionando excessiva responsabi-
lidade à parcela do concreto.
A tabela 5.1 estabelece os parâmetros iniciais e resultados experimentais obtidos
por Sherwood (2008) em sua campanha de estudos do efeito do diâmetro do agregado na
resistência ao cisalhamento de vigas sem estribos, conforme apresentada pelo capítulo 4. As
taxas de armadura longitudinal de tração foram pré-estabelecidas em 0,83%, mantendo-se ainda
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a proporção entre distância da carga ao apoio (a) com a altura útil (d) em a/d=2,89. O tipo do
cimento utilizado em todas as séries de resultados foi o C25, nas séries de agregados com 9,5,
19, e 38 mm, exceto pelas vigas com diâmetros de agregados com 51 mm, que utilizou-se do
cimento C35 para a composição do concreto ensaiado. Para cada série de diferentes diâmetros de
agregados, foram ensaiadas duas espécimes para cada diâmetro de agregado, recebendo nestes
casos o sulfixo N1 e N2.
Tabela 5.1: Dados Experimentais utilizados e obtidos pela campanha de Sherwood (2008)
Espécime 𝑏𝑤 h d 𝑓 ′𝑐 𝑑𝑎𝑔𝑔 𝜌𝑙 𝐴𝑠+ 𝑉𝑒𝑥𝑝
[Série] [mm] [mm] [mm] [MPa] [mm] [%] [mm2] [kN]
L-10N1 300 1510 1400 38,4 9,5 0,83 3500 265
L-10N2 300 1510 1400 40,4 9,5 0,83 3500 242
L-20N1 300 1510 1400 31,4 19 0,83 3500 265
L-20N2 300 1510 1400 33,2 19 0,83 3500 266
L-40N1 300 1510 1400 28,1 38 0,83 3500 242
L-40N2 300 1510 1400 28,5 38 0,83 3500 288
L-50N1 300 1510 1400 41 51 0,83 3500 272
L-50N2 300 1510 1400 40,1 51 0,83 3500 298
S-10N1 122 330 280 41,9 9,5 0,83 285,2 36,6
S-10N2 122 330 280 41,9 9,5 0,83 285,2 38,3
S-20N1 122 330 280 39,2 19 0,83 285,2 39,1
S-20N2 122 330 280 38,1 19 0,83 285,2 38,2
S-40N1 122 330 280 29,1 38 0,83 285,2 41,8
S-40N2 122 330 280 29,1 38 0,83 285,2 34,9
S-50N1 122 330 280 43,5 51 0,83 285,2 38,5
S-50N2 122 330 280 43,5 51 0,83 285,2 40,6
Em que:
𝑏𝑤 - Largura da seção;
h - Altura da seção;
d - Altura útil da seção;
𝑓 ′𝑐 - Resistência à compressão do concreto na data do ensaio;
𝑑𝑎𝑔𝑔 - Diâmetro máximo do agregado graúdo utilizado no concreto do ensaios;
𝜌𝑙 - Taxa de armadura longitudinal de tração;
𝐴𝑠+ - Seção transversal de armadura longitudinal de tração;
𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante obtida experimentalmente;
Nota-se que apesar da tentativa pela melhor padronização possível, diferentes resis-
tências de compressão foram observadas em toda série experimental registrada. Neste caso, a
idade dos ensaios foi um dos principais responsáveis pela variação de resistências apresentadas,
exceto pela série com agregados de 51 mm, em que o aumento na resistência foi proposital.
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Essencialmente, variações entre 28,1 e 41,9 MPa puderam ser observadas como mínimos e má-
ximos da resistência alcançada. Segundo o trabalho de Sherwood (2008), tais variações puderam
ser justificadas pelos diferentes tempos e idades do concreto ensaiado.
Para garantir uma análise que se enquadre na condição de viga, e assim, possam
ser aplicadas e verificadas as formulações contidas nas normas nacionais e internacionais que
estimam a resistência ao cisalhamento de vigas, os ensaios e análises numéricas de referência
utilizaram a proporção L/h = 4,9 para a série S e L/h = 5,3 para série L. De acordo com
as normas ABNT NBR 6118:2014, ACI 318:2014, e CSA A.23.3:2014, os seguintes limites são
então aplicáveis para que sejam válidas as fórmulas empíricas de cada método:
ABNT NBR 6118:2014
Cálculo como viga: Em elementos isostáticos com L/h ≥ 2,0 e L/h ≥ 3,0 para elementos con-
tínuos;
ACI 318:2014
Cálculo como viga: Em elementos com L/h ≥ 4,0;
CSA.A.23.3:2014
Cálculo como viga: Em elementos com L/h ≥ 2,0;
Em condições diversas à estas, as normas recomendam a utilização de outras meto-
dologias para o cálculo da resistência última dos elementos ao cisalhamento, como a utilização
de modelagens por elementos finitos ou o método de biela e tirante, classificando-as, por exem-
plo, como vigas-parede.
A seguir são apresentados para os oito modelos de vigas ensaiadas por Sherwood
(2008) as previsões de resistência ao cisalhamento através de mecanismos complementares do
concreto recomendadas pelas normas estudadas, estando o fator de segurança de todos os casos
expresso pelas razões 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐0𝑘, 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐0𝑑 ou 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐. Como metodologia deste trabalho, Para
valores em que esta razão for menor que 1, os dados foram demarcados pela cor vermelha,
denotando estimativas resistentes não seguras. No caso de valores maiores que 1, o resultado
é registados pela cor verde, concluindo que a norma fez uma estimativa mais conservadora do
que a força cortante última obtida experimentalmente.
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5.1 ABNT NBR 6118:2014
Com as recomendações e metodologias apresentadas pela norma brasileira ABNT
NBR 6118:2014 para a estimativa da parcela de cisalhamento resistente através de mecanismos
internos do concreto (𝑉𝑐), a tabela 5.2 apresenta dois principais conjuntos de resultados: A
coluna de análise sem coeficientes de segurança, em que prevê o comparativo entre a resistência
última de força cortante a partir do uso das resistências diretamente relacionadas aos valores
colhidos experimentalmente, e a de análise de projeto, em que a resistência experimental é
minorada à faixas inferiores de resistência através do coeficiente de segurança 𝛾𝑐, fazendo com
que a parcela resistente de 𝑉𝑐 resulte em valores mais conservadores.
Para o cálculo da resistência característica a compressão 𝑓𝑐𝑘 utilizada nas equações,
optou-se por considerar a própria resistência ensaiada do corpo-de-prova amostrado com o
concreto de ensaio, considerando 𝑓 ′𝑐 = 𝑓𝑐𝑘. Esta condição, também indicada por Helene (2011),
considera que para materiais representativos de um pequeno volume amostral, confeccionados
com os mesmos materiais e equipamentos, não são esperadas grandes variações no desvio-
padrão, o que corresponde ao caso de amostras laboratoriais para fins acadêmicos.
Tabela 5.2: Estimativa da força cortante resistente a partir da ABNT NBR6118:2014 - b< 5d
Análise sem coeficiente Análise com coeficiente
Espécime 𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑖𝑛𝑓 𝑉𝑐0𝑘
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐0𝑘
𝛾𝑐 𝑓𝑐𝑡𝑑 𝑉𝑐0𝑑
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐0𝑑
[Série] [MPa] [kN] [-] [-] [MPa] [kN] [-]
L-10N1 2,39 602,3 0,44 1,4 1,71 430,2 0,62
L-10N2 2,47 623,1 0,39 1,4 1,77 445,1 0,54
L-20N1 2,09 526,7 0,50 1,4 1,49 376,2 0,70
L-20N2 2,17 546,7 0,49 1,4 1,55 390,5 0,68
L-40N1 1,94 489,1 0,49 1,4 1,39 349,4 0,69
L-40N2 1,96 493,8 0,58 1,4 1,40 352,7 0,82
L-50N1 2,50 629,2 0,43 1,4 1,78 449,4 0,61
L-50N2 2,46 620,0 0,48 1,4 1,76 442,8 0,67
S-10N1 2,53 51,9 0,70 1,4 1,81 37,1 0,99
S-10N2 2,53 51,9 0,74 1,4 1,81 37,1 1,03
S-20N1 2,42 49,7 0,79 1,4 1,73 35,5 1,10
S-20N2 2,38 48,7 0,78 1,4 1,70 34,8 1,10
S-40N1 1,99 40,7 1,03 1,4 1,42 29,1 1,44
S-40N2 1,99 40,7 0,86 1,4 1,42 29,1 1,20
S-50N1 2,60 53,2 0,72 1,4 1,86 38,0 1,01
S-50N2 2,60 53,2 0,76 1,4 1,86 38,0 1,07
Média 0,64 Média 0,89
CV 29,0% CV 29,0%
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Com:
𝑓𝑐𝑡𝑘,𝑖𝑛𝑓 - Resistência característica à tração inferior do concreto;
𝑓𝑐𝑡𝑑 - Resistência de cálculo do concreto à tração;
𝑉𝑐0𝑘 - Força cortante resistente característico do concreto para a ABNT NBR6118:2014;
𝑉𝑐0𝑑 - Força cortante resistente de cálculo do concreto para a ABNT NBR6118:2014;
𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝛾𝑐 - Coeficiente de segurança para minoração da resistência do concreto;
Nas análises sem coeficientes de segurança, os resultados apresentam um fator de
𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐0𝑘 menor que 1,0 em todos os casos analisados, tanto para as séries S como em L,
denotando certa imprecisão e baixa segurança na capacidade em se estimar os limites resistentes
ao cisalhamento destes elementos. Já nas análises que consideram os coeficientes de segurança,
o valor de 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐0𝑑 é naturalmente maior, resultando que grande parte das amostras da série
S obtenham valores satisfatórios e maiores que 1,0. Mesmo com a aplicação do coeficiente de
segurança, constatou-se ainda que para a série L, a utilização de um fator de segurança para
reduzir a resistência última não foi suficiente para obter resultados favoráveis à segurança, com
a média de 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐0𝑑 sendo de 0,66.
5.2 CEB-FIP Model Code 2010
São apresentadas através das tabelas 5.3 e 5.4 as previsões de força cortante máxima
estimadas pela norma CEB FIP Model Code 2010 através de três principais critérios: Em duas
analises iniciais, foram procedidas analises embasadas no método de verificação de um elemento
estrutural (nível 3 de cálculo), que a magnitude da deformação aproximada ao centro da linha
neutra é utilizada como parâmetro de solução na estimativa de força cortante resistente. Para a
terceira análise, são utilizados os procedimentos prescritos pelo CEB FIP Model Code 2010 para
um caso típico de dimensionamento, em que são desconhecidos parâmetros como a deformação
atuante no meio da seção. Nos dois procedimentos inicialmente apresentados, a influência do
agregado é considerada a partir da interação do coeficiente 𝑘𝑑𝑔, que inclui na equação um mul-
tiplicador dependente do tamanho do agregado, conforme apresentado na revisão bibliográfica
deste trabalho.
Pelos resultados obtidos através das tabelas 5.3 e 5.4, são observados diferentes
status de segurança a partir do tipo de análise efetuada. Para a análise sem coeficiente, as
estimativas obtidas das vigas da série L tenderam a resultados superestimados e contra a segu-
rança em 5 das 8 vigas desta categoria, apresentando porém menor coeficiente de variação entre
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resultados se comparados os resultados obtidos pela ABNT NBR 6118:2014. Para a análise com
coeficiente, as estimativas possuem valores mais conservadores do que os resultados colhidos
experimentalmente, podendo apresentar, em média, resultados 60% superiores aos valores de
referência.
Tabela 5.3: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do CEB-FIP Model Code 2010
- Resultados sem fatores de segurança
Dados Análise sem coeficiente
Espécime 𝑀𝑒𝑥𝑝 z 𝜖𝑥 𝑘𝑑𝑔 𝑘𝑣 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [kN.m] [mm] [-] [-] [-] [kN] [-]
L-10N1 1010,5 1260 0,000726 1,88 0,09 243,6 1,09
L-10N2 919,4 1260 0,000661 1,88 0,10 262,0 0,92
L-20N1 1010,5 1260 0,000726 1,37 0,11 265,2 1,00
L-20N2 1012,5 1260 0,000728 1,37 0,11 272,3 0,98
L-40N1 917,3 1260 0,00066 1,15 0,13 288,8 0,84
L-40N2 1103,6 1260 0,000792 1,15 0,12 264,6 1,09
L-50N1 1036,8 1260 0,000745 1,15 0,12 327,9 0,83
L-50N2 1144,1 1260 0,00082 1,15 0,12 307,8 0,97
S-10N1 29,4 252 0,001281 1,88 0,13 29,5 1,24
S-10N2 30,8 252 0,001341 1,88 0,13 28,7 1,34
S-20N1 31,5 252 0,001369 1,37 0,14 29,3 1,33
S-20N2 30,7 252 0,001337 1,37 0,14 29,4 1,30
S-40N1 33,6 252 0,001463 1,15 0,14 24,9 1,68
S-40N2 28,1 252 0,001221 1,15 0,15 28,1 1,24
S-50N1 31,0 252 0,001348 1,15 0,14 32,2 1,19
S-50N2 32,6 252 0,00142 1,15 0,14 31,1 1,30
Média 1,15
CV 19,6%
Com:
𝑀𝑒𝑥𝑝 - Momento fletor obtido pelo ensaio experimental;
𝑧 - Distância entre os banzos superiores e inferiores da viga;
𝜖𝑥 - Deformação axial medida no meio da altura útil (d/2);
𝑘𝑑𝑔 - Força cortante resistente característico do concreto para a ABNT NBR6118:2014;
𝑘𝑣 - Coeficiente que traduz a contribuição do concreto para a resistência ao cisalhamento;
𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
Como uma terceira opção de equacionamento, as diretrizes do CEB-FIP Model Code
2010 sugeridas para o caso do dimensionamento apresentaram a melhor combinação entre a
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precisão dos resultados apresentados e melhores condições de segurança nas estimativas obtidas:
Enquanto que a média de resultados na análise sem coeficiente seja de 1,15 com um CV de
19,6%, a análise para o caso de dimensionamento apresentou a média de 1,19 com um CV
de 10%. Nestes dois resultados obtidos, embora as médias apresentadas tenham resultado em
valores similares, nota-se na faixa de resultados da série L uma quantidade superior de casos
com capacidade resistente superestimada, fazendo com que o caso de dimensionamento, embora
de superior média de resultados (de 1,15 para 1,19), apresente a situação mais atrativa das
alternativas em estudo.
Tabela 5.4: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do CEB-FIP Model Code 2010
- Resultados com fatores de segurança e caso de dimensionamento
Análise Com Coeficiente Caso Dimensionamento
Espécime 𝛾𝑐 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
𝜖𝑥 𝑘𝑣 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [-] [kN] [-] [-] [-] [kN] [-]
L-10N1 1,4 174,0 1,52 0,001 0,08 203,5 1,30
L-10N2 1,4 187,2 1,29 0,001 0,08 208,7 1,16
L-20N1 1,4 189,4 1,40 0,001 0,09 221,5 1,20
L-20N2 1,4 194,5 1,37 0,001 0,09 227,8 1,17
L-40N1 1,4 206,3 1,17 0,001 0,10 229,9 1,05
L-40N2 1,4 189,0 1,52 0,001 0,10 231,5 1,24
L-50N1 1,4 234,2 1,16 0,001 0,10 277,7 0,98
L-50N2 1,4 219,9 1,36 0,001 0,10 274,6 1,09
S-10N1 1,4 21,1 1,73 0,001 0,15 33,2 1,10
S-10N2 1,4 20,5 1,87 0,001 0,15 33,2 1,15
S-20N1 1,4 20,9 1,87 0,001 0,15 32,1 1,22
S-20N2 1,4 21,0 1,82 0,001 0,15 31,6 1,21
S-40N1 1,4 17,8 2,35 0,001 0,15 27,6 1,51
S-40N2 1,4 20,1 1,74 0,001 0,15 27,6 1,26
S-50N1 1,4 23,0 1,67 0,001 0,15 33,8 1,14
S-50N2 1,4 22,2 1,83 0,001 0,15 33,8 1,20
Média 1,60 Média 1,19
CV 19,6% CV 10,0%
5.3 Teoria do Campo de Compressão Modificado:1986
A seguir são apresentados os resultados das estimativas resistentes de vigas de con-
creto armado isentas de estribos através da teoria do campo de compressão modificado, proposta
por Vecchio (1986):
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Tabela 5.5: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do MCFT:1986 - Resultados sem
fatores de segurança
Dados Análise sem coeficiente
Espécime 𝜖𝑥 𝑠𝑥 𝑠𝑥𝑒 𝛽 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [-] [mm] [mm] [-] [kN] [-]
L-10N1 0,000726 1260 1728 0,09 213,76 1,24
L-10N2 0,000661 1260 1728 0,10 229,97 1,05
L-20N1 0,000726 1260 1260 0,11 233,33 1,14
L-20N2 0,000728 1260 1260 0,11 239,62 1,11
L-40N1 0,000660 1260 1071 0,13 252,84 0,96
L-40N2 0,000792 1260 1071 0,11 231,61 1,24
L-50N1 0,000745 1260 1071 0,12 287,04 0,95
L-50N2 0,000820 1260 1071 0,11 269,44 1,11
S-10N1 0,001281 252 346 0,13 26,32 1,39
S-10N2 0,001341 252 346 0,13 25,53 1,50
S-20N1 0,001369 252 252 0,14 26,18 1,49
S-20N2 0,001337 252 252 0,14 26,22 1,46
S-40N1 0,001463 252 214 0,13 22,24 1,88
S-40N2 0,001221 252 214 0,15 25,09 1,39
S-50N1 0,001348 252 214 0,14 28,74 1,34
S-50N2 0,001420 252 214 0,14 27,74 1,46
Média 1,29
CV 18,8%
Com:
𝜖𝑥 - Deformação axial medida no meio da altura útil (d/2);
𝑠𝑥 - Parâmetro de controle de fissuras;
𝑠𝑥𝑒 - Parâmetro de espaçamento de fissuras;
𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
𝛽 - Fator de retenção do cisalhamento;
Nas estimativas resistentes propostas pela Teoria do Campo de Compressão Modi-
ficado (MCFT:1986), a utilização do tamanho máximo do agregado é empregada de maneira
similar ao critério do CEB-FIP Model Code:2010, porém, com variações na metodologia da
equação que considera a grandeza do agregado. Uma particularidade deste método é pela não
utilização de fatores de segurança na composição de suas verificações, uma vez que sua teoria,
por si só, não é diretamente relacionada com aplicações práticas de dimensionamento. De forma
similar ao CEB-FIP Model Code:2010, o MCFT:1986 apresentou boas correspondências entre
o efeito da geometria do agregado e a grandeza do cisalhamento resistente, não apresentando
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variações significativas no grau de precisão das estimativas propostas. Por esta razão, as faixas
estimadas de força cortante resistente, quando inferiores ao fator de segurança 1,0, usualmente
não ultrapassam variações maiores que 5%.
5.4 CSA A.23.3:2014
De maneira diretamente referenciada ao MCFT:1986, a norma canadense CSA A.23.3:2014
inspira-se nos conceitos de fator teórico de retenção de cisalhamento 𝛽 na formulação do seu
método, utilizando-se ainda das metodologias e usos dos coeficientes de segurança para casos
práticos de dimensionamento. Por esta razão, observa-se na tabela 5.6 faixas similares de segu-
rança nas análises sem coeficientes entre os métodos do MCFT e a norma canadense, resultando
ainda em um patamar de elevado grau de conservadorismo nas análises que usam coeficientes de
segurança, com a média da relação 𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
praticamente duplicada para análise com coeficiente.
Tabela 5.6: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do CSA A.23.3:2014
Dados Análise sem coeficiente Análise com coeficiente
Espécime 𝜖𝑥 𝑠𝑥 𝛽 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
𝜑𝑐 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [-] [mm] [-] [kN] [-] [-] [kN] [-]
L-10N1 0,000726 1260 0,09 208,3 1,27 0,65 135,4 1,96
L-10N2 0,000661 1260 0,09 224,1 1,08 0,65 145,6 1,66
L-20N1 0,000726 1260 0,11 229,6 1,15 0,65 149,2 1,78
L-20N2 0,000728 1260 0,11 235,8 1,13 0,65 153,2 1,74
L-40N1 0,000660 1260 0,13 252,8 0,96 0,65 164,3 1,47
L-40N2 0,000792 1260 0,11 231,6 1,24 0,65 150,5 1,91
L-50N1 0,000745 1260 0,12 287,0 0,95 0,65 186,6 1,46
L-50N2 0,000820 1260 0,11 269,4 1,11 0,65 175,1 1,70
S-10N1 0,001281 252 0,13 26,0 1,41 0,65 16,9 2,16
S-10N2 0,001341 252 0,13 25,3 1,52 0,65 16,4 2,33
S-20N1 0,001369 252 0,14 26,0 1,50 0,65 16,9 2,31
S-20N2 0,001337 252 0,14 26,1 1,47 0,65 16,9 2,25
S-40N1 0,001463 252 0,13 22,2 1,88 0,65 14,5 2,89
S-40N2 0,001221 252 0,15 25,1 1,39 0,65 16,3 2,14
S-50N1 0,001348 252 0,14 28,7 1,34 0,65 18,7 2,06
S-50N2 0,001420 252 0,14 27,7 1,46 0,65 18,0 2,25
Média 1,30 Média 2,01
CV 18,6% CV 18,6%
Com:
𝜖𝑥 - Deformação axial medida no meio da altura útil (d/2);
𝑠𝑥 - Parâmetro de controle de fissuras;
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𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
𝛽 - Fator de retenção do cisalhamento;
𝜑𝑐 - Coeficiente de segurança do concreto;
5.5 ACI 318:2014
Conforme apresentado pelo capítulo 2, a norma americana ACI 318:2014 é pautada,
assim como a norma ABNT NBR 6118:2014, no conceito de analogia de treliça para funda-
mentar os equacionamentos e verificações da parcela resistente do concreto no cisalhamento
transmitido sem armadura transversal. Através das tabelas 5.7, 5.8 e 5.9, são apresentados os
resultados dos principais métodos e verificações indicados pelo ACI 318:2014, utilizando ambas
análises sem e com coeficiente como referência.
Tabela 5.7: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir d ACI 318:2014 pelo método
simplificado
Análise Sem Coeficiente Análise com coeficiente
Espécime 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
𝜆 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [kN] [-] [-] [kN] [-]
L-10N1 442,4 0,60 0,85 376,1 0,70
L-10N2 453,8 0,53 0,85 385,8 0,63
L-20N1 400,1 0,66 0,85 340,1 0,78
L-20N2 411,4 0,65 0,85 349,7 0,76
L-40N1 378,5 0,64 0,85 321,7 0,75
L-40N2 381,2 0,76 0,85 324,0 0,89
L-50N1 457,2 0,59 0,85 388,6 0,70
L-50N2 452,1 0,66 0,85 384,3 0,78
S-10N1 37,6 0,97 0,85 32,0 1,15
S-10N2 37,6 1,02 0,85 32,0 1,20
S-20N1 36,4 1,08 0,85 30,9 1,27
S-20N2 35,8 1,07 0,85 30,5 1,25
S-40N1 31,3 1,33 0,85 26,6 1,57
S-40N2 31,3 1,11 0,85 26,6 1,31
S-50N1 38,3 1,01 0,85 32,6 1,18
S-50N2 38,3 1,06 0,85 32,6 1,25
Média 0,86 Média 1,01
CV 28,6% CV 28,6%
Com:
𝜆 - Coeficiente de segurança do concreto;
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𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
Tabela 5.8: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do ACI 318:2014 pelo método
que considera a influência do efeito pino
Análise Sem Coeficiente Análise com coeficiente
Espécime 𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [kN] [kN]
L-10N1 475,7 0,56 413,2 0,64
L-10N2 486,4 0,50 422,3 0,57
L-20N1 435,8 0,61 379,3 0,70
L-20N2 446,5 0,60 388,4 0,68
L-40N1 415,5 0,58 362,1 0,67
L-40N2 418,0 0,69 364,2 0,79
L-50N1 489,6 0,56 425,0 0,64
L-50N2 484,8 0,61 421,0 0,71
S-10N1 40,2 0,91 34,9 1,05
S-10N2 40,2 0,95 34,9 1,10
S-20N1 39,0 1,00 33,9 1,15
S-20N2 38,6 0,99 33,5 1,14
S-40N1 34,3 1,22 29,9 1,40
S-40N2 34,3 1,02 29,9 1,17
S-50N1 40,9 0,94 35,5 1,09
S-50N2 40,9 0,99 35,5 1,14
Média 0,80 Média 0,92
CV 28,6% CV 28,6%
Em que:
𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
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Tabela 5.9: Estimativa da resistência ao cisalhamento a partir do ACI 318:2014 pelo método
que considera a influência dos diagramas de solicitações do elemento
Análise Sem Coeficiente Análise com coeficiente
Espécime 𝑀
𝜌𝑙𝑉 𝑑
𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
𝑉𝑐
𝑉𝑒𝑥𝑝
𝑉𝑐
[Série] [mm−2] [kN] [-] [kN] [-]
L-10N1 220,7 448,8 0,59 386,3 0,69
L-10N2 220,7 459,5 0,53 395,4 0,61
L-20N1 220,7 408,9 0,65 352,4 0,75
L-20N2 220,7 419,6 0,63 361,5 0,74
L-40N1 220,7 388,6 0,62 335,1 0,72
L-40N2 220,7 391,1 0,74 337,3 0,85
L-50N1 220,7 462,6 0,59 398,1 0,68
L-50N2 220,7 457,9 0,65 394,1 0,76
S-10N1 220,7 38,0 0,96 32,7 1,12
S-10N2 220,7 38,0 1,01 32,7 1,17
S-20N1 220,7 36,9 1,06 31,7 1,23
S-20N2 220,7 36,4 1,05 31,3 1,22
S-40N1 220,7 32,1 1,30 27,7 1,51
S-40N2 220,7 32,1 1,09 27,7 1,26
S-50N1 220,7 38,7 1,00 33,3 1,16
S-50N2 220,7 38,7 1,05 33,3 1,22
Média 0,84 Média 0,98
CV 28,6% CV 28,6%
Em que:
𝜌𝑙 - Taxa de armadura longitudinal de tração;
𝑉 , 𝑉𝑒𝑥𝑝 - Força cortante experimental medida durante o ensaio;
𝑉𝑐 - Parcela de força cortante resistente a partir dos mecanismos complementares do concreto;
Em todos os casos apresentados, foram identificadas faixas superestimadas de re-
sistências da parcela do concreto para as vigas da série L, não apresentando em nenhuma das
verificações efetuadas valores dentro das condições de segurança para a estimativa da parcela
de 𝑉𝑐. Nos modelos da série S, boas condições resistentes puderam ser estimadas a partir dos
equacionamentos propostos, apresentando valores aceitáveis já a partir das análises sem coefi-
cientes.
5.6 Discussão dos Resultados
Pelos resultados apresentados, é possível perceber que de um caráter geral, as nor-
mas apresentaram estimativas favoráveis a segurança para as vigas da série S, exceto pela norma
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brasileira, que obtém para a análise sem fatores de segurança resultados desfavoráveis ao di-
mensionamento. Nas verificações das vigas da série L, os resultados mostraram uma evidente
problemática na capacidade de previsão da carga de ruptura, em que somente o CEB-FIP Mo-
del Code:2010, CSA.A.23.3:2014 e o MCFT puderam realizar esta previsão dentro das faixas
de segurança.
As tabelas 5.10 e 5.11 mostram o resumo das médias e coeficientes de variações dos
resultados 𝑉𝑒𝑥𝑝/𝑉𝑐 obtidos, conjuntamente com as médias e coeficientes de variações separada-
mente para a série de vigas S e L.
Tabela 5.10: Resumo da precisão obtida na análise de caso para as normas ABNT NBR
6118:2014, CEB-FIP Model Code 2010 e o método MCFT
ABNT NBR 6118:2014 CEB-FIPModel Code 2010 MCFT
b<5d Verificação NovosElementos
Se
m
C
oe
fic
ie
nt
e
C
om
C
oe
fic
ie
nt
e
Se
m
C
oe
fic
ie
nt
e
C
om
C
oe
fic
ie
nt
e
C
om
C
oe
fic
ie
nt
e
Se
m
C
oe
fic
ie
nt
e
Total Média 0,64 0,89 1,15 1,60 1,19 1,29
CV 29,0% 29,0% 19,6% 19,6% 10,0% 18,8%
Série S Média 0,80 1,12 1,33 1,86 1,23 1,49
CV 13,0% 13,0% 11,2% 11,2% 10,3% 11,2%
Série L Média 0,48 0,67 0,96 1,35 1,15 1,10
CV 12,2% 12,2% 10,2% 10,2% 9,1% 10,2%
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Tabela 5.11: Resumo da precisão obtida na análise de caso para as normas CSA.A. 23.3:2014 e
ACI 318:2014
CSA.A.23 3:2014 ACI 318:2014
Método
Padrão
Método
Simplificado
Influência do
efeito pino
Influência do
diagrama de
solicitações
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Total Média 1,30 2,01 0,86 1,01 0,80 0,92 0,84 0,98
CV 18,6% 18,6% 28,6% 28,6% 28,6% 28,6% 28,6% 28,6%
Série S Média 1,50 2,30 1,08 1,27 1,00 1,15 1,06 1,24
CV 11,1% 11,1% 10,3% 10,3% 9,4% 9,2% 9,8% 9,7%
Série L Média 1,11 1,71 0,64 0,75 0,59 0,68 0,62 0,73
CV 10,6% 10,6% 10,2% 10,2% 9,5% 9,4% 9,7% 9,7%
Avaliando-se a precisão das normas estudadas em prever a força cortante experimen-
tal 𝑉𝑒𝑥𝑝, identifica-se no CEB-FIP Model Code:2010, CSA.A.23.3:2014 e o MCFT as melhores
capacidades em prever a ruptura dos elementos através dos mecanismos internos do concreto,
apresentando o CEB-FIP Model Code:2010 as menores variações observadas, com a média de
fator de segurança em 1,15 e um coeficiente de variação em 19,6%. Avaliando a metodologia
empregada pelos três códigos de dimensionamento com o melhor desempenho, é possível iden-
tificar que nos três casos, a influência do diâmetro dos agregados teve papel substancial na
precisão das equações, vez que tanto o CEB-FIP Model Code:2010 quanto o CSA.A.23.3:2014
são embasados no MCFT para a formulação de suas equações na previsão de ruptura pela força
cortante. Embora a ABNT NBR 6118:2014 e o ACI 318:2014 tenham apresentados resultados
insatisfatórios na previsão das vigas de série L, é possível identificar que nas vigas da série S, no
qual representam a faixa geométrica que comumente é utilizada em grande parte dos edifícios
usuais, considerável segurança pode ser obtida nos dimensionamentos feitos a partir da norma,
desde que considerados todos os procedimentos e coeficientes de segurança recomendados.
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Capítulo 6
CONCLUSÃO
Neste trabalho, oito ensaios experimentais presentes na literatura de vigas de con-
creto armado sem estribos, separados em duas séries de diferentes geometrias, diâmetros de
agregados e resistência a compressão do concreto, foram estudados através de análise numérica
não linear com o uso do software DIANA para compreender as influências e contribuições dos
mecanismos internos do concreto na resistência ao cisalhamento. De forma complementar, os
espécimes estudados foram também relacionados com as estimativas previstas para vigas de con-
creto armado das normas ABNT NBR 6118:2014, ACI 318:2014, CEB-FIP Model Code:2010,
CSA A.23.3:2014 e MCFT, a fim de compreender a capacidade destes códigos em prever a
resistência ao cisalhamento de vigas através de mecanismos internos do concreto.
Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir que o método escolhido para
o cálculo computacional não linear do concreto armado pôde satisfatoriamente representar o
comportamento de ruptura por cisalhamento dos modelos calculados, apresentando boas apro-
ximações numérico-experimentais entre panorama de fissuras, carga última, deformação na
armadura longitudinal e o desenvolvimento da deflexão sofrida pela viga. Identifica-se que para
todas as vigas avaliadas, o fenômeno de engrenamento pôde ser constatado como a principal
forma de falha das vigas sem estribo numericamente estudadas, visto que através do panorama
de tensões longitudinais medidos na zona comprimida, não foi possível reconhecer o fenômeno
de esmagamento do concreto no instante da ruptura, além de também não ser possível cons-
tatar uma ruptura por efeito pino da armadura, que apresentou forças cortantes inferiores a
uma possível ruptura. Com relação a influência do tamanho do agregado no comportamento
numérico, obteve-se que os percentuais de influência do engrenamento dos agregados tanto para
as séries S e L aumentaram gradativamente a medida que o diâmetro do agregado graúdo da
mistura aumenta. Comparando-se os extremos 9,5 mm e 51 mm com as mesmas resistências
característica, nota-se com evidência um aumento da capacidade resisente do modelo, apresen-
tando aproximados 10 kN a mais de carga última identificada na série S, e 100 kN na série L.
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Analisando as duas séries apresentadas, obteve-se que a influência do agregado passa
a ser mais relevante em vigas de maiores alturas da série L do que em elementos com geome-
trias mais comumente empregadas como as da série S, apresentando entre 53 à 73% da força
cortante total transferida por fenômeno de engrenamento para os quatro modelos numéricos da
série L. Nas vigas da série S, este percentual apresentou contribuições inferiores, embora ainda
relevantes, de cerca de 33 à 45% da força cortante total.
Com base nos resultados numéricos obtidos e calibrados, uma análise paramétrica
foi também conduzida variando a proporção geométrica do elemento, objetivando compreender
as influências da escala no comportamento resistente ao cisalhamento de vigas sem estribo. Os
resultados apresentaram que a medida que uma viga, sem armadura de cisalhamento, possui
seu vão entre apoios aumentando gradualmente, a viga tende a perder rigidez, acrescendo sua
deflexão e reduzindo sua carga última resistente. Se comparadas os resultados de vigas de di-
ferentes vãos, nota-se ainda uma gradual variação no modo de ruptura experimentado pelas
vigas de concreto armado analisadas neste trabalho: analisando-se os diferentes resultados de
razão entre 𝑀𝑢/𝑀𝑓𝑙 x a/d das vigas estudadas, obtém-se que em proporções geométricas de
a/d entre 3 e 4, a viga sem estribos passa a modificar sua forma de ruptura, passando de um
comportamento em arco, para um comportamento de viga, priorizando para proporções meno-
res que a/d<3, um comportamento de elevada rigidez, com o arquamento da zona comprimida,
similar à blocos de fundação.
No estudo paramétrico sobre a influencia do tamanho do agregado no percentual de
engrenamento dos agregados de diferentes escalas de viga, foi possível concluir que maiores fai-
xas de força cortante transmitida pelo fenômeno de engrenamento podem ser esperadas, tanto
para os modelos das séries S e L, em proporções geométricas de aproximadamente a/d = 4,
faixa que pode ser considerada como de transição entre o comportamento de arco e comporta-
mento de viga. Se comparados diferentes concretos de distintos tamanhos de agregados (entre
9,5 mm e 51 mm), nota-se que para todos os casos estudados na análise paramétrica, quanto
maior é o tamanho do agregado na mistura, maior torna-se o percentual de contribuição da
parcela de engrenamento dos agregados.
Nas estimativas de ruptura das normas nacionais e internacionais, conclui-se que
nas metodologias que se utilizam da influência do agregado na resistência ao cisalhamento,
melhores representações podem ser obtidas para a previsão do comportamento do concreto sem
armaduras de cisalhamento, apresentando menos de 20% de variação do comparativo numérico-
experimental. Na ABNT NBR 6118:2014 e ACI 318:2014, é possível identificar uma evidente
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imprecisão na verificação de elementos lineares de maiores geometrias, como identificado pelos
resultados da série L, explicitando a não abrangência destas normas em considerar o efeito
escala. Dos valores obtidos, nota-se que uma vez que a geometria básica destes elementos ainda
não os classifique como vigas-parede, usuários da norma podem prever para estes elementos
parcelas irreais e abaixo da segurança do cisalhamento transferido por mecanismos complemen-
tares, podendo gerar subdimensionamentos na armadura transversal durante a elaboração de
projetos estruturais.
Finalmente, recomenda-se às normas do ACI 318:2014, e em especial ABNT NBR
6118:2014, que futuras revisões em seus equacionamentos possam prever a influência do ta-
manho do agregado na previsão de resistência ao cisalhamento por mecanismos internos do
concreto, garantindo assim uma ideal condição de segurança para vigas de concreto armado
dimensionadas em projetos de engenharia nacionais e internacionais.
6.1 Sugestões de Trabalhos Futuros
No decorrer deste trabalho, inúmeras incertezas puderam ser constatadas acerca da
abordagem que as literaturas e normas técnicas têm sobre a influência dos mecanismos internos
do concreto na resistência ao cisalhamento de vigas de concreto armado, sobretudo sobre não
haver um consenso acerca da melhor maneira de prever seu comportamento real. No intuito de
enriquecer e aprofundar futuros estudos sobre o tema, as seguintes linhas de pesquisa poderiam
ser abordadas:
• Desenvolvimento de uma campanha experimental, que envolvesse ensaios de vigas de
concreto armado com diferentes tamanhos de agregados graúdos, objetivando a obtenção
da carga crítica, flecha, deslizamento da fissura, assim como o ensaio experimental das
propriedades de energia de fratura do concreto ensaiado. Esta campanha experimental
poderia viabilizar o comparativo entre ensaios laboratoriais e modelos constitutivos de
engrenamento dos agregados para fissuras discretas, ainda pouco encontrados na litera-
tura;
• Uma campanha numérica e experimental voltada ao estudo sobre a influência do efeito
pino em vigas, consolos pré-fabricados, ou blocos flexíveis de fundação, no intuito de
compreender melhor a influência da geometria do elemento na parcela de cisalhamento
resistido pelo efeito pino;
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• Estudar a influência do agregado na resistência ao cisalhamento de lajes lisas sob efeito
de punção;
• Estudo à nível mesoscópico do comportamento mecânico do fenômeno do engrenamento
dos agregados em peças de concreto armado, buscando simular numericamente as propri-
edades da matriz cimentícia, armadura e agregados de forma independente, objetivando
resultados mais realísticos;
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